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Cielo de Salamanca.

When I see your heavens, the work of your fingers,
the moon and stars that you set in place,
what is man, that you are mindful of him?

(Psalm 8,4)
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Prefacio

El hombre es curioso por naturaleza. Tan pronto como cubrié sus necesidades
bésicas, comenzé a hacerse preguntas. Ya en la antigua Grecia se plantearon cual
fue el origen del universo o el comienzo de todas las cosas, y lo llamaron arché
(&pxn): TALES DE MILETO (s. VII - VI a.C) sostenia que era el agua, mientras
que sus discipulos ANAXIMANDRO y ANAXIMENES (s. VI a.C) afirmaban que era
el dpeiron (lo indeterminado o lo que carece de limites) y el aire, respectivamente,
etc.

ARISTOTELES (s. IV a.C.) introdujo lo que hoy llamarfamos el “método
cientifico”. Tal y como afirmaba en su Fisica (Vol. I), el camino para investigar
debe ir de lo que es mds inmediatamente cognoscible y claro a nuestros o0jos,
a lo que es mds claro y mds intimamente cognoscible en su propia naturaleza.
Y asi es como los empiristas entendieron la ciencia: se observa, se plantean
hipdtesis, se experimenta, y se construye una teoria que sea consistente con los
datos observados. Si el resultado de alguna experiencia es distinta a la que se
predice, la teoria debe ser falsa. Pero que resultados se ajusten a la realidad no
asegura la veracidad de la teoria, pues no impide que experimentos futuros la
contradigan. Nunca podremos afirmar que una teoria es verdadera, tan sélo que
no hemos comprobado que no es errénea.

Isaac NEWTON (1643 —1727) pensaba que su ley de la Gravitacién Universal
era la ley fundamental del universo. Y no es para menos, pues gracias a ella,
posteriormente, se pudo inferir la existencia de Neptuno por una desviacién que
presenta la érbita de Urano. Y la mecanica newtoniana permanecié intachable
durante mucho tiempo. A partir de las leyes de JOHANNES KEPLER (1571 —
1630) y las de Newton se pensaba que el universo se comportaba de forma
predecible, y que los planetas y las estrellas seguian trayectorias légicas. Asi
llega el determinismo, con el que el universo se contemplaba como una enorme
maquina de relojeria.

Pero Urano no era el tinico planeta que presentaba anomalias en su trayec-
toria. El astrénomo y matematico francés URBAIN LE VERRIER (1811 — 1877),
codescubridor de Neptuno en 1846, también dio cuenta de una pequena ano-
malia en el avance del perihelio de la ¢6rbita de Mercurio, de 38 segundos de
arco por siglo'. Répidamente se propuso como explicacién (acorde con la fruc-
tifera conjetura con Neptuno) la existencia de un nuevo planeta entre el Sol y
Mercurio, llamado “Vulcano”, pero todas las predicciones sobre sus transitos
fallaron. Vulcano, simplemente, no existia. Tuvieron que pasar unos anos para

1Segin sus calculos. Actualmente se sabe que es algo mayor, de 43 segundos de arco por
siglo.
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que ALBERT EINSTEIN (1879 — 1955) pudiera explicar tal anomalia en el marco
de la Teoria de la Relatividad General.

;Este es tan s6lo un ejemplo de que la fisica es un camino lleno de cadéveres?
Incluso teorias que a dia de hoy estdn mas que comprobadas que se ajustan a la
realidad (al menos en sus 4mbitos), como son la Mecédnica Cudntica y la Relati-
vidad General, tienen su tiempo contado, pues ambas juntas son incompatibles.
; Quiere decir esto que todos los esfuerzos de la fisica son en vano? En absoluto.
La Mecénica Clésica es (como veremos) indispensable para el desarrollo de la
Teoria de la Relatividad, asi como la geometria euclidea es un requisito indis-
pensable para la geometria Riemanniana?. La vieja teoria no es una més entre
posibles teorias contradictorias con las nueva, sino un paso previo y necesario
para desarrollar la nueva.

La tema central de este trabajo es la Teoria de la Relatividad. Si bien su
formulaciéon geométrica dentro de un espacio de dimensién 4 se la debemos al
matematico’ HERMANN MINKOWSKI (1864 — 1909), el artifice de esta teorfa
es sin lugar a dudas Einstein. Se dice que 1905 es el annus mirabilis del fisi-
co aleman: publicé cinco articulos donde hablaba de la naturaleza cuantica de
la luz, el movimiento browniano, la relatividad especial y la equivalencia entre
masa y energia. Lejos de publicarlo en el seno de una importante institucion, lo
hizo desde una posicién absolutamente marginal dentro del sistema académico.
En su etapa universitaria en la Politécnica de Zurich, Einstein no representaba
al estudiante modélico, sino que se saltaba algunas clases para gozar de la li-
bertad de elegir en qué ocupaba mi tiempo hasta unos meses antes del examen.
Por suerte, contaba con su amigo MARCEL GROSSMANN (1878 — 1936) que si
asistia a clases y tomaba buenos apuntes. En las aulas su asiento vacio no pasé
desapercibido, y tras los exdmenes finales se convirtié en el tnico estudiante
que, habiendo aprobado, no recibié una oferta para quedarse en el centro. Tras
la falta de referencias, Einstein se encontré con las puertas cerradas en el resto
de instituciones académicas. Por mediacién de Grossmann, finalmente consigui6
un puesto en la Oficina de Patentes de Berna, desde donde publicé sus célebres
articulos.

Lejos de provocar un terremoto, los articulos de Einstein recibieron en el
momento una fria acogida por parte de la comunidad cientifica. Por supuesto,
la dltima en reaccionar fue la administracién universitaria. En 1907, Einstein
solicité en la universidad de Berna una plaza para el rango académico mas
bajo del escalafén (ni siquiera tenia sueldo, sino que daria clase a cambio de un
estipendio a cuenta de los alumnos), y aun presentando 17 articulos cientificos
avalando su carrera, no consigui6 el puesto, pues al parecer del cuerpo de la
universidad, la relatividad habia sido rechazada por la mayoria de los fisicos
contemporaneos. Un ano méas tarde Einstein volvié a probar suerte, después
de todo, en la universidad de Berna, y finalmente fue admitido para el puesto,
aunque tan sélo 3 personas se animaron a asistir a sus clases martes y sdbados a
las 7 de la manana. Cuando la comunidad cientifica finalmente acepté la teoria

2Qué paradoja: la geometria euclidea clasica pretendia estudiar las relaciones métricas que
se daban en la superficie terrestre, como recoge su nombre , geo-metria; mientras que la Tierra
es una esfera y la suma de los d4ngulos de un tridngulo ni siquiera es 180°.

3Tiene su guasa que una teorfa geométrica de la Relatividad Especial la realizara un
algebrista y no un geémetra.
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de la relatividad especial, incluso la universidad de Berlin le acabd ofreciendo
un puesto y el ingreso en la Academia Prusiana de Ciencias, en 1914.

Una anécdota sittia el origen de la Relatividad General en la caida de un
pintor desde lo alto de un andamio. Al interesarse Einstein por su estado, el
hombre le contdé que en un momento de su descenso, durante un brevisimo
tiempo, habia sentido que flotaba en el aire. Como recordaria afios mas tarde,
una persona en caida libre no sentiria su propio peso. Esta simple idea me dejo
una profunda huella y me impulsé hacia una teoria de la gravitacion. Esta seria
la que posteriormente calificaria como la idea mas feliz de mi vida. Aquel fue el
comienzo de una ardua travesia de casi 8 anos hacia la Relatividad General, con
la que pretendia amoldar la gravedad en el seno de la relatividad. Sin embargo,
para desarrollarla, Einstein se encontré con una auto-limitacién: su escasez de
conocimientos en matematicas avanzadas. En 1912, dirigié una peticién de au-
xilio a su viejo amigo Grossmann, convertido en una autoridad en geometria no
euclidea: debes ayudarme o si no me volveré loco.

Minkowski, que anos antes reformulé la relatividad especial, instal6 el gusa-
nillo por la relatividad en la universidad de Géttingen. Sin embargo, tardé anos
en contagiar su interés por la fisica a su amigo DAVID HILBERT (1862 — 1943).
Tras su repentina muerte a causa de una apendicitis, Hilbert tomé el relevo para
visualizar la fisica desde un punto de vista matematico. Segtn afirmaba, la fisica
se estd volviendo demasiada complicada para dejdrsela a los fisicos. En junio de
1915, Einstein acept6 una invitaciéon de Hilbert y viajé a Gottingen para impar-
tir un ciclo de conferencias para dar a conocer el estado de sus investigaciones,
donde presenté una teoria de la relatividad a medio hacer y formulada en un
lenguaje geométrico que no terminaba de entender.

Einstein logré seducir a los matematicos de Gottingen con su teoria geomé-
trica de la gravitacion. Lo que no podia adivinar es que lo habian visto perdido
en el punto donde las matematicas se volvian demasiado complejas para un fi-
sico. Hilbert se permitia alguna broma al respecto: cualquier chico en las calles
de Géttingen entiende mds geometria tetradimensional que Einstein. En el mes
de noviembre, Einstein se encontraba perdido en su trabajo, y decidié retomar
una idea que habia abandonado 3 anos antes. La noticia de que Hilbert habia
detectado sus errores y habia iniciado su propia investigacién sobre la relativi-
dad general supuso el comienzo de una rivalidad que se convirtié para Einstein
en un vértigo de ecuaciones, que llenaba de tachones, tanteos y enmiendas hasta
agotar las posibilidades. Se sumid en un intenso trabajo con el que no distinguia
las horas del dia y de la noche, e incluso en ocasiones se le olvidaba comer. El
18 de noviembre de 1915 ese extenuante esfuerzo terminé por dar sus frutos. Su
ultima versién de la teoria predecia la alteracion en la 6rbita de Mercurio, y sus
ecuaciones se reducian a las de Newton en campos gravitatorios de baja inten-
sidad. Finalmente, el 25 de noviembre presentd su trabajo ante la Academia de
Berlin, y aunque cinco dias antes Hilbert public6 sus investigaciones, no incluyé
la ecuacién central de la relatividad correcta (aunque si lo hizo en la versién
final que public6 en marzo del siguiente ano). Por tanto, podemos afirmar que
la prioridad corresponde a Einstein.

La primera confirmaciéon experimental de la Relatividad General llegé con
el astrénomo britdnico ARTHUR EDDINGTON (1882 — 1944), director del obser-
vatorio de Cambridge, que se sumié en una expedicién cientifica a la isla de
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Principe, frente a las costas de Guinea, para cubrir un eclipse total de Sol con
el cual confirmar o refutar la teoria de Einstein, pues de acuerdo con ésta las es-
trellas situadas en el cielo cerca del eclipse verian alteradas su posicién. Aunque
la expedicién estuvo a punto de frustrarse por mal tiempo, las nubes se alejaron
en el preciso instante del eclipse, por lo que pudo tomar las imagenes pertinen-
tes que confirmaban las predicciones de la teoria. El desarrollo de la relatividad
es, por tanto, completamente opuesto a la idea empirista del método cientifico.
Todos los experimentos previos que hizo Einstein fueron mentales, no pisé un
laboratorio y mediante el desarrollo matematico de una teoria consiguié el que
posiblemente sea el avance cientifico mas importante del siglo pasado. Quizas
sea necesario replantearse el modo de hacer ciencia en la actualidad.

Este trabajo pretende mostrar los aspectos méas destacados de la Teorfa de la
Relatividad, y tiene como objetivo entender la ecuacién de Einstein en el marco
de la Relatividad General, teniendo como base la estructura de la Mecanica
Clésica, que estudiaremos en primer lugar. Avisamos al lector que este libro
no sigue un desarrollo histérico de la Mecénica, sino que pretende reformular la
teoria de la Mecanica Clasica y la teoria la Relatividad en términos geométricos,
doténdolas de las estructuras matematicas donde tiene cabida formularlas.
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Capitulo 1

El espacio-tiempo de
Galileo

Cuando GALILEO GALILEI (1564 — 1642) e Isaac NEWTON (1643 —~1727)
desarrollaron sus teorias sobre las leyes de la mecénica y la gravitacion, apenas
disponian de herramientas matematicas para llevarlas a cabo. Tan s6lo hace falta
recordar que Newton y GOTTFRIED WILHELM LEIBNIZ (1646 — 1716) fueron
quienes desarrollaron (aunque de forma independiente) las bases del cédlculo
infinitesimal e integral. Ninguna nocién tenian entonces de espacio vectorial,
espacio afin, variedad diferenciable, tensor, conexién,... , desarrolladas siglos
més tarde, y ain asi las leyes del movimiento y la gravedad que formularon
siguen gobernando nuestra realidad cotidiana.

En este primer capitulo trataremos de poner las bases de la Mecéanica Clasica.
Describiremos la estructura que subyacia en los trabajos de Galileo y Newton, y
que, aunque no era conocida por ellos, utilizaron constantemente. Por ejemplo,
en su época ain no se conocia que era un espacio afin ni una conexién lineal,
pero cada vez que cambiaban un vector de punto estaban usando, sin saberlo,
el traslado paralelo estandar del espacio afin.

1.1 Estructura del espacio-tiempo

Comencemos dando la estructura matematica a partir de la cual podremos
desarrollar la teoria. Buscamos una definicién que recoja los elementos necesarios
para llevarla a cabo. Para ello, nos guiaremos por los siguientes hechos, evidentes
para nuestra experiencia diaria:

1. (Variedad) El espacio-tiempo es un espacio afin real (no hay ningin
punto sefialado, especial, tal y como pasa en los espacios vectoriales).
Ademés, puesto que para determinar un aqui y un ahora son necesarios 4
nimeros (uno para fijar el momento en el que algo ocurrié y tres para fijar
el lugar), parece razonable pensar que es de dimensién 4. Denotaremos al
espacio-tiempo como (A4, E), y llamaremos sucesos a sus elementos.

En la fisica clasica, siempre se acepta que las mediciones tengan cierta
imprecision, por lo que no tiene sentido preguntarse si una cierta fun-
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cién es continua o diferenciable. Por tanto, siempre asumiremos que las
variedades, funciones, tensores, conexiones, etc son de clase C*°.

2. (Tiempo) Una de las hipdtesis més importantes de la mecdnica clésica
es el caracter absoluto del tiempo. A la pregunta de si dos sucesos son
simultaneos o no, o cuél es el tiempo que ha transcurrido entre dos sucesos,
la respuesta es absoluta, no va acompanada de un “respecto de”, “depende
de”, etc.

Resulta razonable pensar que, dados dos sucesos p, g € Ay, el tiempo que
transcurre entre ellos venga dado por una funcién lineal (1-forma)

w: FEF ——R

q—p — w(q — p) := tiempo transcurrido entre p y ¢

que se supone no nula. El caracter absoluto del tiempo implica una ley
de adicién: dados sucesos p, q,r, el tiempo que transcurre de p a 7 es el
mismo que el que transcurre de p a ¢ mas el que transcurre de g a r, lo
que se traduce como

wir—p)=w(lr—q+q¢—p) =wlr—q) +wlg—p).

Ahora, el hecho de que w sea continua y aditiva garantiza que sea lineall.
Llamaremos a tal w 1-forma del tiempo?.

Dicha 1-forma define sobre el espacio-tiempo una orientacién temporal: un
vector e € E se dird orientado al futuro cuando w(e) > 0, y orientado al
pasado cuando w(e) < 0, de modo que podremos decir que un suceso p es
anterior a q cuando g — p esté orientado al futuro. Cambiar la orientacién
del tiempo es cambiar de signo la 1-forma.

De igual manera la 1-forma del tiempo define una métrica sobre FE,
g = w ® w, llamada métrica del tiempo. Pondremos e - ¢/ = g(e,e’') =

w(ew(e), ¥ le] = vee = w(e)|.

3. (Espacio) El espacio estard formado por todos los sucesos simultdneos.
Diremos pues que un vector e € E es espacial cuando w(e) = 0, y a
V .= ker w le llamaremos espacio de vectores espaciales. Notar que ker w =
V =radg, y que es un subespacio de dimensiéon 3.

4. (Orientacién espacial y producto escalar) Otro hecho bien claro para
nuestra experiencia diaria es que el espacio en el que vivimos tiene estruc-
tura de espacio euclideo orientado. Esto afirma que sobre V' tenemos un
producto escalar® (métrica simétrica definida positiva) (-,-), que define
longitudes (la longitud de un vector espacial v es y/(v,v)), y una orienta-
ci6n [Qy] de V. En particular, nétese que al ser V un espacio euclideo, en

L Todo morfismo de grupos f : E — R continuo es lineal. En efecto, f(ne) = nf(e) Vn € Z
por definicién. Ahora mf(;-e) = f(m.-e) = nf(e), luego f(ge) = qf(e) Vg € Q. Por tanto
Ff(xe) = Af(e) VA € R, por continuidad.

2Bien definida salvo un factor positivo, es decir, un cambio en la unidad de tiempo elegida.
Siempre fijaremos una unidad de tiempo para que la 1-forma quede determinada.

3Al igual que antes, bien definido salvo una constante positiva, que supondremos fijada,
de modo que las unidades de longitud también quedaran fijadas.
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lugar de dar la orientaciéon, podemos dar la Unica 3-forma y que asigna
volumen 1 sobre las bases ortonormales positivas.

Con todos estos elementos, ya podemos dar una definiciéon, al menos provi-
sional, de espacio-tiempo galileano:

Definicién (Provisional). Un espacio-tiempo de Galileo orientado X
es un espacio afin real 4-dimensional A, cuyo espacio vectorial asociado E esta
dotado de una 1-forma no nula w : F — R, llamada 1-forma del tiempo; y el
subespacio V := ker w estd dotado de un producto escalar (-, -) y una orientacién
[v].

X = (A47E7wv <'7 '>7 [QVD

Sin embargo, también podemos dar la nocién de espacio-tiempo galileano
sin orientar.

Definicién. Un espacio-tiempo de Galileo (no orientado) X es un espacio
afin real 4-dimensional A4 cuyo espacio vectorial asociado estd dotado de una
métrica simétrica g de rango 1, y el subespacio V := rad g estd dotado de un
producto escalar (-, -).

X = (A47Eagv <'a >)

Observar que g no recoge la orientacién temporal, pues ¢ = w @ w =
(—w)®(—w). Salvo que se diga lo contrario, siempre consideraremos que nuestro
espacio-tiempo de Galileo estd orientado.

1.1.1 (Métrica contravariante del espacio) La definicién provisional de
espacio-tiempo de Galileo (orientado) que hemos dado posee dos inconvenientes:
se define mediante un producto escalar y una orientaciéon sobre un subespacio V'
de E, y no sobre el espacio total. Vamos a ver que podemos dar una definicién
equivalente en el que todos los elementos estaran definidos sobre EF de modo
que obtendremos una definiciéon estructuralmente mas rica. Veamos en primer
lugar cémo cambiar el producto escalar sobre V' por otro tensor sobre todo F.

Puesto que V' = ker w = rad g es un subespacio de dimensién 3, consideremos
la inclusién ¢ : V —— E, y la aplicacién lineal dual i* : E* — V* (restringir).
El producto escalar (-,-) sobre V induce un isomorfismo canénico entre V y
su dual V*, la polaridad ¢ de la métrica, de modo que tenemos la siguiente
situacion:

0——V ‘3 E

s

0 V* & pr

La polaridad permite definir sobre V* una métrica a partir de (-, -), la mé-
trica dual de (-, -):

(Y VEX VS — 5 R

(w1, wa) —— (w1, wa)* := (¢ wi, ¢ twa)
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Puesto que (-, -) era definida positiva, es bien claro que (-, -}* también lo es,
esto es, es un producto escalar sobre V*, o dicho de otro modo, es un tensor 2-
contravariante simétrico y definido positivo sobre V. Este tensor ademas define
sobre E* una métrica simétrica, que denotaremos h* y llamaremos métrica
(contravariante) del espacio:

h*: E* x E* — R

(w1,wa) —— h* (w1, wa) = (wiv, wav)™,

donde obviamente w;y = i*w;. Esta es, por tanto, una métrica simétrica con-
travariante sobre F. Estudiemos algunas propiedades de la métrica del espacio.

Proposicién 1.1.2 ‘rad hW=V°=<w>

Demostracion. La primera igualdad se sigue de la cadena w € radh* <=
(0, E*) =0 <= (oy, V)" =0 <= Gy =0 <= V) =0 <=
w € V°, ylasegunda del hecho de que V° es un subespacio de dimensién 4 —3 =
1, y por definicién w € V° y es no nula. O

Corolario 1.1.3 Las métricas g y h* tienen radicales mutuamente incidentes.
Demostracion. (radg)® =V° =radh*, y (radh*)° =V°° =V =radyg. O

Proposicién 1.1.4 La métrica del espacio h* es una métrica simétrica contra-
variante de tipo (0,4, +,+).

Demostracion. Sea {&1,&2,&3} una base ortonormal de V* (para (-, -)*), y consi-
deremos 1-formas en E* {w1,ws,ws} tales que w;y = i*w; = §;. Basta entonces
probar que {w,w1,ws,ws} es base de E*, pues en tal caso

h*(w,w) = (wyy,wy)* =0 , R (w,w;i) = (wyv,&)" =0,

B (wi,wy) = (&, &)™ = ij,

y la matriz de h* en tal base sera

h* =

OO OO
o o = O
o OO
_ o O O

Comprobemos pues la condicién. Basta ver que son linealmente indepen-
dientes: si Adw + > M\jw; = 0, restringiendo a V tendremos que Y \;&; = 0, por
lo que \; =0 al ser las §; base de V*, luego A\w =0, y A =0 porque w # 0. [

De todo lo anterior se sigue que, dado un producto escalar (-,-) sobre V,
podemos construir una métrica contravariante en E de rango 3. La pregunta
que surge ahora es natural: dada dicha métrica, jpodemos recuperar el producto
escalar sobre V7 La respuesta la da la teoria de métricas simétricas: dada una
métrica en un espacio, podemos considerar la proyeccién de la métrica en el
cociente por el radical, obteniendo una métrica no singular h*:
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E* == E*/radh* —— FE*/V° ——= V*

h* ——  h*
con h*([w], [w']) := h*(w,w’), y no depende de los representantes. Como h* era
una meétrica de tipo (0,4, +,+), es evidente que h* serd una métrica de tipo
(+,+,+) en V*, es decir, un producto escalar. Si consideramos la polaridad
asociada a esta métrica, ¢ : V* —» V** = V| recuperaremos través de ella el

producto escalar original, porque h* = (-,-)* y la métrica dual de la dual es la
métrica original (pag. 109).

En particular, acabamos de probar el siguiente

Teorema 1.1.5 FEuxiste una correspondencia biundvoca

métricas simétricas

productos escalares contravariantes sobre F
{ sobre V } de radical V° y tipo
0,+,+,+)

<.’ > h*

1.1.6 (Orientacién del espacio-tiempo) Nuestro objetivo sera ahora elimi-
nar de la definicién de espacio-tiempo la orientacién sobre el subespacio V' y
poder dar una orientacién sobre el espacio total. Para ello notar que la orien-
tacién temporal w y la espacial [Qy] permiten definir una orientacién sobre E:
dada una 3-forma (2\;/ sobre E que coincida con Qy sobre V| se define la forma
de hipervolumen como la 4-forma en F

Qy =wAQy. (1.1)

Lema 1.1.7 La forma de hipervolumen Qx no depende de la extension de Qy
elegida.

Demostracion. Sea {v1,v2,v3} una base ortonormal positiva de V' y amplié-
mosla a una base {e,v1,v2,v3} de E, con w(e) = 1 (tal vector e existe pues
w(V) = 0). Consideremos la respectiva base dual {w,w1,ws, w3} (nétese que la
primera 1-forma de la base debe ser w pues w(e) = 1y w(v;) = 0). Asi, cualquier
3-forma en F se escribird como

Q:)\wl/\wg/\wg—l—w/\ Z)\ijwi/\wj
i<j

y claramente cumple que Q) = iy A way A wzjy, pues wjy = 0. Como
Qv (v1,v2,v3) = 1, para que una 3-forma Q en F coincida con y sobre V,
necesariamente deberd ser A = 1, de modo que obtenemos muchas posibles
extensiones © de Qy en E (tantas como 2-formas en w; A w; podamos poner
dentro del paréntesis). Pero para cualquiera de estas extensiones se cumple que

AQx =wAQ= WAw Awg Awz +wAwA Z)\ijwi/\wj
i<j



8 CAPITULO 1. EL ESPACIO-TIEMPO DE GALILEO

= wAw; ANwa Aws
con lo que se obtiene la tesis. O

Por tanto, en el espacio-tiempo disponemos de una orientacién temporal,
dada por w; una orientacion espacial, dada por Qy; y una orientacién espacio-
temporal, dada por Qx.

Teorema 1.1.8 Fijada la I-forma del tiempo w, se tiene el siquiente isomor-
fismo de espacios vectoriales:

A3(V) == M(E)
QV — QX

Demostracion. Sea e € E un vector tal que w(e) = 1. Definamos las siguientes
asignaciones:

A3(V) == M(E)

Qv %w/\ﬁ\\//

(ieQX)‘V i QX

donde como ya se ha denotado 2y es una 3-forma sobre E que coincide con
Qy sobre V. Que las asignaciones sean lineales es evidente. Comprobemos que
son inversas la una de la otra: dada Qy € A3(V), por una asignacién tenemos

w A ﬁ;/ y por la otra

<'Le(W/\S§\\//)) :(1(/2\‘;_WAZEQV)IV:®‘V:QV’
\%

lo que afirma que la primera asignacion es inyectiva, y como los espacios son de
dimension 1, es isomorfismo. O

El teorema dice que, fijada la 1-forma del tiempo w, dar una forma de vo-
lumen en V equivale a dar una forma de hipervolumen en F; y que dar una
orientacién en V equivale a dar una orientacién en E. Pero ademés dar una
orientacién en V equivale a dar una forma de volumen en V (la dnica que
asigna volumen 1 sobre las bases ortonormales positivas). Es decir, fijada w los
siguientes 4 conceptos se determinan mutuamente:

—. Orientacion de V.
—. Orientacion de E.

. Forma de volumen de V.

. Forma de hipervolumen de E.

Con todo esto, estamos ya en disposicién de dar una mejor definicién de
espacio-tiempo galileano, expresada en términos de tensores sobre F y no sobre
subespacios suyos.
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Definicién. Un espacio-tiempo de Galileo orientado X es un espacio afin
real 4-dimensional A, cuyo espacio vectorial asociado E estd dotado de una
forma lineal no nula w, llamada 1-forma del tiempo?; una métrica simétri-
ca g = w®w de tipo (+,0,0,0), llamada métrica del tiempo; una métrica
simétrica contravariante h* de tipo (0,4, +,+), llamada métrica del espa-
cio®, cuyos radicales son mutuamente incidentes; y una orientacién [Qx] de E,
llamada orientacién del espacio-tiempo.

X = <A47E7wagvh*7 [QX])

Ademas, siempre consideraremos sobre X la conexién estandar del espacio
afin, que denotaremos V.

1.1.9 (Tiempo como proyeccién) Vamos a acabar esta seccién precisando
cuél es la nocién de tiempo en la mecénica cldsica. Al ser un concepto absoluto,
la forma natural de definirlo seria como una “aplicacién” que asigna a cada
suceso del espacio-tiempo el momento en el que se produjo. Concretemos esta
idea.

Sea (Ay4, E) un espacio-tiempo de Galileo y V' = ker w el subespacio de vec-
tores espaciales. Entonces podemos definir la siguiente relacién de equivalencia
en Ay:

p=q < q—peV.

El conjunto cociente obtenido, que denotaremos como A,/V, resulta ser un
espacio afin de direccién E/V, llamado espacio afin cociente, con la operacién
(que no depende de los representantes elegidos)

(Aa/V) x (B/V) — As/V

(p , e )——pte=[ptel
En particular, A4/V es un espacio afin de dimensién 4 —3 = 1. Pero més atn, la
1-forma del tiempo w dota a dicho espacio de estructura de recta afin orientada,
pues ya que V = kerw, la propiedad universal del espacio cociente garantiza la

existencia de una 1-forma @ : E/V — R (es decir, una forma de volumen en
E/V)

y por tanto una orientacién [0] en E/V. Asi,

Definicién. El tiempo es una proyeccién afin a una recta afin orientada,

(A, B) —"— (A4/V,E/V) = A4

p——mp

4Bien definida salvo un factor positivo. Elegir una proporcional equivale a cambiar la
unidad de tiempo. Por simplicidad fijaremos la 1-forma del tiempo, esto es, fijaremos la unidad
de tiempo.

5Igualmente bien definida salvo un factor positivo.
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En particular, dicha aplicacién de paso al cociente 7 es un morfismo afin, de
aplicacién lineal asociada 7 : E — E/V | ya que

m(p+e)=[p+e]l=p+eé=mn(p) +7(e).

A los puntos de dicha recta A; se le llamaran instantes de tiempo, y los
vectores espaciales son claramente los que tienen proyecciéon nula por la aplica-
cién lineal asociada, V = ker 7. La fibra & := 7~ 1(¢) de un instante ¢t € A; por
la proyeccion es el espacio que vemos en el instante ¢, es decir, es el Universo en
el instante t. Cada una de estas fibras son los hiperplanos de simultaneidad,
y tienen una estructura afin:

Proposiciéon 1.1.10 Cada hiperplano de simultaneidad & es un espacio afin
euclideo orientado de dimension 3, de direccion V.

Demostracion. La operacion es la evidente: para cada p € & y cada v € V, la
suma es p + v entendida en A4. Que la operacién sea asociativa y que p+ v =
v <= v = 0 es cierto porque se da en A4. Ahora, dados p,q € & C Ay,
sabemos que existe un tnico e € E tal que ¢ = p+e. Se trata de ver que e € V.
Pero eso es facil puesto que al aplicar m a la anterior igualdad obtendremos
t=t+e luegoe=0yecV.

El producto escalar y la orientacién las heredan de modo natural de V. [

1.2 Referencias inerciales

Definicién. Una referencia inercial o Galileana en un espacio-tiempo de
Galileo X es una referencia afin (po; eg, v1,v2,v3) de Ay, donde pg es un suceso
llamado origen de la referencia, ey es la velocidad del observador y verifica
w(eg) =1, y {v1,v2,v3} es una base ortonormal positiva de V' (para (-, ) y [Qv],
respectivamente).

Dado cualquier suceso p € A4, existen unos tinicos nimeros reales ¢, x,y, 2,
llamados coordenadas de p, tal que

p = po + teg + xv1 + Yyvo + 2U3.

Esto ademads dice que cada referencia afin define un sistema de coordenadas
globales sobre X, que denotaremos (t,z,v, 2), (t,z1, 22, 23) 6 (xo, 1, T2, 23).
Notar que, fijado un origen del tiempo py y una medida de tiempo w (es decir,
una unidad de tiempo), A; ~ R y la proyeccién afin 7 : Ay — Ay puede
entenderse como la funcién primera coordenada ¢ : Ay — R.

Que nuestra variedad X esté cubierta por una tnica carta afirma que el
conjunto de campos tangentes D(X) es un C*°(X)-mddulo libre de rango 4, y
puesto que en un espacio afin para cada punto p se cumple® que £ = T, X,
se tiene que (0o)p = €0 , (0i)p = vi, & = 1,2,3, lo que nos dard libertad para
denotar la base de campos tangentes de diferentes formas, segin mejor nos
convenga en cada momento:

eg=00=0; , vi=01=0, , va=0=0, , v3=03=0..

6Si (A, E) es un espacio afin, para cada p € A, tenemos un isomorfismo canénico £ = TpA,

que asigna a cada e € E la derivacién Dgf = lim¢_—0 MA
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Con todo esto, en este sistema de coordenadas anterior tenemos:

w=dt

g=dt®dt =

oo O
S O OO
o O OO
o O O O

Qy =dx ANdy Adz,

Qx =dt Adz Ady Adz,

000 0

. _lo 10 0

W =0,00,+0,©0,+0.90.= | o 1 ol
000 1

Vo: DY (Z fiai) =Y (Df)d;

1.3 Movimientos

Consideremos un cuerpo puntual. En cada instante de tiempo ¢t € Ay ocu-
pard una posicion p; € Ay, de modo que sus sucesivas posiciones definen una
aplicacion o : Ay — Ay, o(t) = p;. Esto motiva la siguiente

Definicién. Llamaremos trayectoria a toda curva’ en A, que defina una sec-
ci6én diferenciable del tiempo 7 : Ay — A, esto es, que venga dada por una
aplicacién de clase C*

(o2 Al — A4

tal que mo o = Id.
As As As

TN

\\\// N

Ay

Observar que también se pueden considerar curvas cuyas parametrizaciones
estén definidas solamente en un abierto conexo de A; (esto es, un abierto ho-
meomorfo a un intervalo de R), pero por simplicidad consideraremos siempre
curvas definidas en toda la recta afin.

7Subvariedad diferenciable de dimensién 1 conexa.
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Notese que de la definicién se sigue que el tiempo es coordenada global sobre
toda trayectoria. En efecto, si C' = Imo C A4 es una trayectoria, e i : C'— Ay
es la inclusiéon natural, entonces

7r0i:7r|c:Cl>A1

es un difeomorfismo global, de inversa ¢ : A; — C, porque ambas aplicaciones
son diferenciables, la condiciéon o o = Id obviamente significa 7 oo = Id; y
ademds o o ¢ = Id, porque dado un punto de C, serd o(t) para cierto t € A1,
y por tanto (o o mc)(o(t)) = o(t).

Las trayectorias del movimiento son las curvas diferenciables en el espacio-
tiempo parametrizadas por el tiempo.

En una referencia inercial, ya dijimos que el tiempo puede verse como una
funcion diferenciable ¢ : Ay — R ~ A, y por tanto el difeomorfismo anterior
se traduce en que la funcién ¢ es coordenada de la trayectoria, ¢t : C — R. Por
tanto, en una referencia inercial toda trayectoria se parametriza como

o(t) = (t,=(t), y(t), 2(t))
para ciertas funciones z,y, z € C*°(R).

Definicién. Sea C una trayectoria. Se llama velocidad de C' al tinico campo
tangente T € D(C) unitario y orientado al futuro, es decir, que cumpla w(T') =
1. Diremos ademas que la aceleracién de C es A := TVeT.

Notese que la velocidad de una trayectoria es su campo de vectores tangente
T =0.(0) = 0 + 2/ (1)0, + ¥ (£)0y + 2/ (1)0s,

pues cumple claramente que sobre él la 1-forma del tiempo vale 1. La parte
espacial
U:=1a' ()0, + y'(t)0, + 2'(t)0,

es la velocidad aparente para el observador. El médulo de tal velocidad sera
vi=(T,7) = V' (1) +y ()2 + 2 (1)

Nota 1.3.1 En presencia de la conexién estandar del espacio afin, para un
campo tangente con soporte en la trayectoria se cumple que

T (3 £i(05:) = Y F0)0

lo que invita a la notacién % ot TVo, y escribiremos
df not dD not \v4
dt o dt
Por tanto, la aceleracién A verificard que
Vo dTr " " "
A=TVT = pT )0z +y"(t)0y + 2" (t)0:,

viéndose asi que es un campo espacial y que coincide con la aceleraciéon apa-
rente a.
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Con todo, resulta claro que la integral de w sobre cualquier trayectoria
o : [a,b] — A4 es el tiempo que transcurre entre los sucesos p = o(a) y
q=o(b),

b
t(Q)—t(p)Zw(q—p)=/Cw=/ VT, T) |,

C = Imo, puesto que w)c es la forma de volumen de la variedad riemanniana
(C,910)-

Definicién. Una transformacion de Galileo es una auto-afinidad
w: Ay — Ay del espacio-tiempo de Galileo que conserva la estructura, es de-
cir, tal que g*w = w y Gy : V. — V es una isometria de (-,-) que conserva
la orientacién. El conjunto de todas estas transformaciones forman un grupo
respecto la composicién de aplicaciones, llamado grupo de Galileo.

Por definicion, las transformaciones de Galileo llevan sistemas de referencia
inerciales en sistemas de referencia inerciales. Ademés, dadas dos referencias
inerciales

(p0;6071}17v2av3) 3 (p6;€67vllavl27vé)

la tnica auto-afinidad que transforma una en la otra es una transformacién de
Galileo, de modo que todos los sistemas de referencia inerciales son equivalentes.
En particular, esto dice que las ecuaciones de cambio de coordenadas entre las
dos referencias son las ecuaciones de las transformaciones de Galileo en los
sistemas de referencia inerciales:

1 1 0 0 0 0 1
t/ b 1 0 0 0 t
|l =1b ca an a2 ais x|,
y' by c2 az1 az a3 Yy
4 b3 c3 a31 asx ass z

siendo A = (a;j) una matriz ortogonal, A'A =1y det(A) = 1.

1.4 Materia

La tultima parte de este capitulo consistird en introducir particulas masivas
en la teoria, aspecto sobre el cual discutiremos méas profundamente en el si-
guiente capitulo. Trataremos de definir el concepto de particula (puntual) con
masa en el espacio-tiempo de Galileo.

Sea C una trayectoria, y consideremos un campo tangente a la curva
I € D(C) no nulo en cada punto y orientado al futuro, y sea m := w(I) > 0.
De aqui se sigue que I = mT, pues al ser [ y T dos campos tangentes sobre C,
existird una funcién f tal que I = fT, luego m = w(l) = w(fT) = fw(T) = f.

El siguiente teorema, aun expresado en términos todavia no definidos, de-
be entenderse con las notaciones anteriores. El vocabulario empleado cobrara
sentido cuando tras él demos la definicién de “materia”.
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Teorema 1.4.1 Fijemos una trayectoria y sea F un campo de vectores espa-
ciales con soporte en la curva dada. La ley

dI =

= _F
dt
equivale a las dos siguientes:
dm ‘s
T 0 (Ley de conservacién de la masa)
F=ma (Ley newtoniana del movimiento)

En tal caso, para cada observador, la variacion de energia cinética por unidad
de tiempo es el trabajo realizado por la particula (o sobre ella) por unidad de
tiempo:

4 (1me?) = (F,0) (1.2)

Demostracion. Para cada observador, T' = 0;+7, luego I = md;+mu. Entonces

tenemos la féormula
dl _ dm 5 4+ d(m7)

dt — dt dt

=). Si % =F , COmo F es un vector espacial, necesariamente %—T = 0,
0o d(mﬁ) o -
luego m es constante y F' = =ma .
<). Si dd—T =0y F= md, m es constante, luego 4 dt = mdéf) =md=F.
Para la ultima igualdad, basta notar que
d /1 , 1 dv? 1 d (5,7) = dv
— | =mv* | = -m——=-m—(V,0) =m{ —,0
dt \ 2 2 dt 2 dt dt
O

Este teorema nos acaba de guiar para definir qué debe ser una particula con
masa:

Definicién. Llamaremos particula (puntual) a una trayectoria junto con un
campo tangente a ella I no nulo en cada punto y orientado al futuro, que
llamaremos impulso de la particula, que verifique que m := w(I) > 0 sea una
constante positiva, llamada masa de la particula.
Diremos que una particula estd sometida a un campo de fuerzas espa-
dr &

ciales F' si cumple que §; = F, afirmando que la particula se mueve con las

leyes clasicas del movimiento.

Observar ademads que, en el caso en el que no haya fuerzas actuando sobre la
particula, F= 0, tendremos que g dl =0 (ley de conservacién del impulso),
lo que recoge la ley de Conserva01on de la masa y la ley del movimiento
inercial fi—f = 0. En definitiva, tanto si hay fuerzas externas actuando sobre la
particula como si no, el impulso I recoge toda la informacién sobre la particula.
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1.4.2 (Expresiones en coordenadas) Terminemos dando las ecuaciones ex-
plicitas en una cierta referencia inercial (po; eq, v1, U2, v3) de los campos de vec-
tores que hemos usado en esta seccion.

Dada una particula C = Imo, o(t) = (¢,x(t),y(t), 2(t)) con impulso I, ya
vimos al comenzar que
I=mT (1.3)

lo que en coordenadas se traduce en

I = md; + mv. (1.4)

Ty

o Ity = m(0t) s (ty) + Mk,

o(to)

El segundo sumando mu es el momento lineal o cantidad de movimiento
p'=p101 + p202 + p30s := mu, luego

I = md; + p101 + p20s + p30s.
De las igualdades anteriores se obtiene que para cualquier referencia inercial

m = g(0,I) (1.5)

pi = (0;,I) (1.6)
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Capitulo 2

Gravitacion newtoniana

A lo largo de 1.4 hemos desarrollado los elementos béasicos de una particula
con masa puntual que se mueve en un espacio-tiempo de Galileo X . El siguiente
paso serd el de generalizar esta nocién para poder describir objetos con masa
maés alld de una particula puntual: planetas, galaxias, etc. Si bien es cierto que
un objeto no puntual puede verse como una coleccién (inconmensurablemente
grande) de particulas, no tiene sentido manejar una infinidad de curvas y masas
puntuales para describir un cuerpo. Debemos pues desarrollar una teoria que
nos permita hacer una descripciéon continua de la materia.

Avisamos al lector que puede no sentirse comodo con las deducciones que
realizaremos en este capitulo. En matematicas, estamos acostumbrados a que
se define, se enuncia, y se demuestra. Sin embargo, cuando los conceptos invo-
lucrados ya tienen un significado previo, las definiciones no son del todo libres.
Debemos pues reflexionar sobre su significado previamente antes de dar una de-
finicién. Las deducciones sobre los conceptos tan sélo deben tomarse como una
motivacion para la definicién, de modo que sea consistente con su significado
previo.

2.1 Distribucién continua de materia

En primer lugar, vamos a tratar de buscar la que deberia ser, de acuerdo
con el concepto de particula del capitulo anterior, una distribucién continua de
materia.

Supongamos en primer lugar que en un espacio-tiempo de Galileo tenemos
una gran cantidad de particulas moviéndose. En cada paralelogramo infinitesi-
malmente pequeiio de dimensién 3 chocaran algunas de estas particulas. Obser-
vemos cuantas particulas chocan con ese paralelepipedo y sumemos sus impulsos
(afectados de un cierto signo). La suma tiene sentido porque, aunque los suman-
dos sean vectores en sucesos distintos, suponemos que la regién es tan pequefia
que se confunde con el espacio tangente en el punto, donde si hay una nocién
clara de paralelismo de vectores.

17
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Dlm//

N

/“\\{1\_//
/—~\\\\I‘2/}//
Do

L

Nota 2.1.1 En lo que sigue haremos un abuso de notacién: puesto que todo
lo que digamos sobre un campo D € D(X) lo diremos en cada punto, es decir,
nos referiremos constantemente a D, € T,X para todo p € X, denotaremos
igualmente como D a dicho vector en cada punto. Tal abuso en parte también
estd justificado por el parrafo anterior.

En total, obtenemos una aplicacién

Iy: DX)* —— D(X)

En cada punto, suma con
signo de los impulsos de las
(D1, D2, D3) ——— U3(D1, D2, D3) =

particulas “contenidas” en el
paralelogramo {D1, D2, D3}

donde el signo de cada sumando es el signo de la orientacién de {I, Dy, Do, D3},
es decir:

» “47 cuando {I, Dy, Dy, D3} sea una base positiva.
s “—7" cuando {I, D1, Dy, D3} sea una base negativa.

= “0” (ie, no suma) cuando {I, Dy, D2, D3} sean linealmente dependientes.

Detallemos mas la cuestién del signo. Tomemos un “hiperparalelepipedo”
que tenga como una de sus “hipercaras” al paralelepipedo {D1, D2, D3}. Dicho
hiperparalelepipedo es una variedad con borde y su borde (que es una variedad
diferenciable de dimensién 3) hereda una orientacién de modo natural (pég.
119). Supongamos que {D7, Do, D3} estd orientada positivamente respecto a
dicha orientacién (si no basta permutar dos de posicién). Entonces:

= Si el impulso [ sale del hiperparalelepipedo por esa cara, el signo es “+".

= Si el impulso I entra en el hiperparalelepipedo por esa cara, el signo es

“_»
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Esto se debe a lo siguiente: la orientacién del borde de una variedad con
borde se obtiene contrayendo un representante de la orientacién ambiente con
un campo que apunte hacia afuera en los puntos del borde. Ahora, si el impulso
I de una particula sale del hiperparalelepipedo, apuntara hacia afuera, luego

Qx (I, Dy, Da, D3) = i1Q2x (D1, D2, D3) > 0
(si I' apunta hacia dentro se razona con —I’, y si es tangente a la hiperca-

ra, claramente es 0). El siguiente dibujo del hiperparalelepipedo representa la
situacién. Sélo se han dibujado dos de los vectores que forman la hipercara:

D
2/41

/D1

]

Por tanto,

Suma (sin signo) de los Suma (sin signo) de los
impulsos de las impulsos de las
I ( Dy, Ds, Ds) = particulas que salen del B particulas que entran en
3L 2, 3 hiperparalelepipedo por el hiperparalelepipedo
la hipercara por la hipercara
{D1, D2, D3} {D1, D2, D3}

Una hipdtesis fundamental que vamos a imponer es que II3 sea multilineal,
es decir, un verdadero tensor. Esta cuestion del signo lo justifica parcialmente
puesto que, si cambiamos de signo uno de los campos, el valor de II3 cambia de
signo, pues todas las sumas irdn con el signo contrario. Ademaés, el haber definido
el signo con la orientacién dice ademas que ese tensor debe ser alternado, pues
al permutar dos campos cambiara el signo de la orientacién y de nuevo todas
las sumas irdn con signos opuestos.

Por tanto, el anterior tensor es una 3-forma valorada en los campos tangen-
tes, es decir, es un tensor (3,1) que es alternado en los indices covariantes. Es
por tanto claro que como tensor ordinario seréd

D(X)? x QX)) —— C=(X)
(D1, D2, D3, w1) —— wi(Il3(D1, D2, D3))
Lo anteriormente dicho sobre II3 no es una verdadera “definicién”, sino que

debe verse como una interpretacion que nos va a guiar a la definicién de distri-
bucién de materia. Por lo pronto, pongamos
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Definicién (Provisional). Llamaremos 3-forma de impulso a cualquier 3-
forma valorada en los campos tangentes, y la denotaremos como II3. Ademas,
diremos de la 3-forma (ordinaria)

wr = 1,113, (2.1)
donde w es la 1-forma del tiempo, es su 3-forma de masa.

Dada una 3-forma de impuso y su 3-forma de masa wyy, si la restringimos a
cualquier hiperplano de simultaneidad &, tendremos que wy|¢, es una 3-forma
en un espacio de dimensién 3, luego debera ser proporcional a la forma de
volumen vy, ie,

wrle, = P (2.2)

para cierta funcién p € C*°(X). Nétese que, para cada observador,
wir (01, 02,03) = pQy (01, 02,03) = p, (2.3)
lo que motiva la siguiente

Definicién (Provisional). Llamaremos densidad de masa a la anterior fun-
cién p € C*(X).

2.1.2 (Nubes de polvo 6 dusts) La distribucién de materia (no puntual)
mas sencilla que podemos presentar son las llamadas nubes de polvo 6 dusts.
Estas se refieren a distribuciones en las que en cada momento y lugar estd total-
mente determinada la densidad y la velocidad (4-dimensional) de la materia, es
decir, en una regién pequena las particulas siguen aproximadamente la misma
trayectoria (luego no hay presiones). Ejemplos de dusts son las galaxias®, polvo
esparcido, un rio?, etc. Lo que no es un dust es el aire que hay en una habita-
cién, por ejemplo, pues aunque parece estar en reposo, las particulas de aire se
mueven en todas las direcciones, pues hay presién (atmosférica).

Calculemos cual es la 3-forma de impulso para un dust de materia de den-
sidad p y velocidad 7', haciendo de nuevo una estimacién infinitesimal: en cada
punto, elijamos un observador con velocidad T, de modo que para dicho ob-
servador la materia esté en reposo. Veamos cudles deben ser los coeficientes de
1Is.

En primer lugar, calculemos II3(91, 02, d3). El siguiente dibujo representa un
hiperparalelepipedo en el que la hipercara de la derecha es la determinada por

{817 827 83}

1Despreciando un elemento que ejerce presién sobre las galaxias, la luz.
2Supuesto que el cauce es homogéneo y no hay presiones.
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Puesto que para nuestro observador las particulas que chocan en esa cara
estan en reposo, serd I = md; = m7T, y la suma ird con signo “+” pues

QX(I,51,82,83) = Qx(mat,81,82783) =m > 0.
Asi que al sumar todas tendremos
(masa del cubo unidad) - 9; = pdy = pT.

Por otra parte, veamos cudles deben ser los coeficientes correspondientes a
HS(ata 81'7 8]) (Z < j7 27.7 = 17 2a 3)

trayectoria de particulas en reposo

I B Sl oy

O

Puesto que el observador ve las particulas en reposo, ninguna que no esté
dentro de la cara {0;,0;} entrara o saldrd, y por tanto solo aportan a la suma
las que estan dentro de la cara; cuyos impulsos son proporcionales a J;, luego
no sumamos nada: II3(9;, 0;,0;) = 0.

Con todo, el observador afirmara que la 3-forma de impulso es, en su sistema
de coordenadas

I3 = p(dz A dy A dz) ® O, (2.4)

yal ser dz Ady Adz =1ip,82x, y 0 = T, concluimos que la 3-forma de impulso
de un dust de materia es

\n3 = p(irQx)®T \ (2.5)

expresién la cual estd expresada en términos absolutos, es decir, no depende del
observador. Por tanto,

Definicién (Provisional). Llamaremos nube de polvo 6 dust de densidad
p € C®(X) y velocidad T € D(X), donde w(T) =1, a la distribucién dada por
la 3-forma de impulso anterior.

Ejemplo 2.1.3 Calculemos cudl es la 3-forma de impulso de una planeta, es
decir, de una esfera maciza de radio R cuya densidad de masa varia en funcién
del radio y gira alrededor de su eje.
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—y0Oy + 10y

<

Supongamos que la esfera esta centrada en el origen de coordenadas y gira
con una velocidad angular 6. Puesto que la velocidad aparente para un obser-
vador es la misma en una seccién cilindrica, en cada punto (z,y, z) de la esfera
sera

U= 6(—y0, + 20y)
y T = 0, + U. De (2.5) se sigue que

I3 = p io,+) (dt Adz Ady Adz) ® (0, + V)

= p(dz Ady Adz +ybdt Ady A dz+ z0dz A dx A dz) ® (0r — Y80, + x00,)

Definicién. Fijado un observador, se llama densidad de impulso de una
distribucién de materia al impulso contenido en el cubo unidad,

I :=T1I3(01,02,03) = pOy + w101 + w202 + w303,

donde w; := dx;(II3(01, 02, 03)) es la densidad de cantidad de movimiento
a lo largo del eje 1.

2.1.4 (Ley de Conservacién del Impulso) Cuando tan sélo disponiamos
de una particula puntual, ya vimos en 1.4 que la Ley de Conservaciéon de la
Masa y la Ley del Movimiento Inercial se resumian en la Ley de Conservacion

del Impulso
dl
— =0.
dt

En el caso de una distribucién continua de materia, la Ley de Conservacién del

Impulso se enuncia como
29

Justifiquemos el por qué de esto. Sea (2 una regién cualquiera del espacio-tiempo,
delimitada entre dos instantes ¢y y t1 (se puede pensar como una cierta regién
espacial que va variando de tamaifio con el tiempo).
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—~ +

to 131
La condicién dIIs = 0 equivale, por el teorema de Stokes (pag. 120), a que

0= / dlls = / IT3 = —(Impulso en ty) 4+ (Impulso en ¢;)
Q a0
+ (Impulso que sale entre tg y t1) — (Impulso que entra entre ¢y y ¢1),

es decir, que la variacién del impulso desde tg a t; en la region € es la diferencia
de los impulsos de las particulas que entran y las particulas que salen. En otras
palabras: que el impulso de las particulas que han permanecido en el interior de
la regién se ha conservado, puesto que lo anterior dice que si hay algtin cambio
en el impulso total, es porque alguna particula bien ha entrado bien ha salido,
no porque las de dentro hayan variado de impulso.

Notar que dII3 = 0 es una condicién fortisima: afirma que el impulso se
conserva en cualquier region, es decir, ninguna particula varia de impulso.

2.1.5 (Célculo de dII3) Calculemos cudnto vale la diferencial de la 3-forma de
impulso. Puesto que I3 es una 3-forma valorada en los campos tangentes, dIl3
serd una 4-forma valorada en los campos tangentes (pag. 121), asi que deberd
ser

dll3 =Qx ® D

para cierto D € D(X). En efecto, si I3 = Z?:o
ordinarias w; € Q3(X), entonces

3 3 3
ng:Zdwi@)@' :ZfiQX@)ai:QX@ (Zfi5i>7

1=0 1=0 =0

w; ® 0; para ciertas 3-formas

puesto que cada dw; es una 4-forma en X y debe ser proporcional a la forma de
hipervolumen, y por tanto basta elegir D := Z?:o f:0;. Notese que en particular
D = dll5(dy, 01, 02, 03). Veamos que significado tiene dicho campo D.

Sea @@ un “hipercubo” de lados infinitesimales dt,dz,dy,dz, de modo que
podamos considerar los campos tangentes dentro de ) como constantes. De
esta forma tiene sentido la integracion de la 3-forma valorada en los campos
tangentes dIIs. Por una parte,

/ dIl; = (/ QX> D = (dt dz dy dz)D,
Q Q

y por otra, aplicando el teorema de Stokes, al igual que antes,
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/ dll = / IT3 = —(Impulso al principio) 4+ (Impulso al final)
Q 2Q

+ (Impulso que sale) — (Impulso que entra)
= (Variacién de impulso dentro de Q)

Juntando todo, obtenemos que D representa la variacién infinitesimal de
impulso por unidad de tiempo y volumen, esto es, la fuerza que estd actuando
por unidad de volumen (pues la fuerza es la variacién infinitesimal de impulso
por unidad de tiempo). Este razonamiento motiva la siguiente

Definicién (Provisional). Llamaremos densidad de fuerza a tal campo D,
y lo denotaremos como F, de modo que

dlls = Qx @ F. (2.7)

Siempre impondremos que tal campo F sea un campo espacial, pues lo pensa-
remos como que esta dado.

Teorema 2.1.6 Sea E un espacio vectorial de dimension n+ 1, donde se ha
fijado una forma de hipervolumen Qx. FExiste un isomorfismo candnico entre
los tensores contravariantes de orden 2 y las n-formas valoradas en E:

THE) == 1I,(E)
T2 Cll(QX ® T2)
Demostracion. Sea {eg,...,e,} una base de E y {wo,...,wn} su base dual.
Podemos suponer que Qx = wo A -+ Awy, (si no serd Qx = dwg A+ Awy ¥y
basta cambiar ey por A~leg, por ejemplo). Es claro que para tener el isomorfismo

basta ver que la aplicacién (que es lineal) manda bases a bases. Recuérdese que
una base de T%(E) la forman

{; ® ej}i,j:o,...n
y de I, (F)
{wo A A Awp & ejtij=0,. n-
Basta pues notar que por la asignacién cada elemento e; ® e; va a

CHwo A Awp ®e; ®e;) =ie, (Wo A Awp) @ ej

- (Z(—l)kwk(ei)wo AN wn) ©ei

k=0
i di
=(—1)"(wo A"+ Awp) ® e,

lo que dice que en efecto bases van a bases (porque aunque los elementos de una
base estén afectados de un signo siguen siendo base). O

Definicién (Provisional). Dada una distribucién de materia, llamaremos
tensor contravariante de materia (6 tensor energfa-impulso) al tensor
T? € T%(X) que se corresponde con la 3-forma de impulso I3 de la distri-
bucién por el isomorfismo anterior, fijada la forma de hipervolumen Qx de la
orientacién del espacio-tiempo.
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En general, al hablar de una distribucién continua de materia nos referiremos
a su tensor de materia en lugar de a la 3-forma de impulso, aunque tal tensor no
tenga ningin significado intuitivo. Pero el T? es mas canénico, mas intrinseco,
que la 3-forma de impulso, pues no depende de la orientacién del espacio (a
diferencia de la II3). En efecto, si cambiamos la orientacién del espacio [{2x] por
[-Qx], la IT5 cambiaré de signo, pues todas las sumas llevarén signo opuesto; y
deberemos cambiar la forma de hipervolumen por —2x. Es obvio entonces por
el isomorfismo que el tensor T2 correspondiente en ambos casos es el mismo.

Hay otra propiedad que se extrae del T2: dado un dust de materia, su tensor
de materia es

T?=pT®T. (2.8)

En efecto,

CiQx 0T =Cl(Qx @pT @T) =pCl(QAx @ T ®T)
= plirQx @ T) = I3,

lo que afirma que el tensor de materia de un dust es un tensor simétrico. Este es
un hecho que vamos a imponer que cumpla cualquier distribucién de materia,
es decir, siempre supondremos que el tensor de materia de una distribucién es
simétrico. De esta manera, dicho tensor se expresara en coordenadas como

3 3
T =pdy @0+ » wi(0 ®0;+0; @) + Y hij0; ®0;, (2.9)

i=1 i,j=1
con hi; = hj;. Veamos que interpretacion tienen dichos coeficientes:

—. El coeficiente p es en efecto la densidad de masa de la distribuciéon de
materia, pues el elemento basico 0; ® 8; de T? se corresponde por el isomorfismo
de 2.1.6 con (véase la demostraciéon) da A dy Adz ® 9; de I3, y sblo resta notar
que el coeficiente en dz A dy A dz de iq¢1ls = wys es justamente p.

—. Los coeficientes w; son en efecto las densidades de cantidad de movimiento
por el eje 7, pues cada J; ®0; se corresponde por el isomorfismo con drAdyAdz®
0;, y basta entonces recordar que la densidad de impulso es I = I3(9;, 02, 05) =
POy + w101 + wadsy + ws0s.

Ahora bien: al suponer que T? sea simétrico, estamos suponiendo que el
término en 9; ® J; (que acabamos de ver que son las densidades de cantidad de
movimiento) es el mismo que el término en 9; ® J;. Veamos, en términos fisicos,
cual es la suposicién que estamos realizando: por el isomorfismo, cada 9; ® 0y se
corresponderd con (—1)*dt Adxj, Adzj, ®9; (con j1 < jay j1,j2 # i). Aplicando
w = dt, se sigue que estos coeficientes w; se corresponden, salvo un signo para
i =1, 3, con los coeficientes de wy:

wyr = pdx Ady Adz —widt Adae Ady + wedt Ada Adz — wsdt Adx Adz.

Pero lo que estamos afirmando entonces es que

:l:wi = (,L)(Hg(at7ajlaaj2))’
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y puesto que I3(0y, 9;,, 0},) es el impulso que atraviesa la cara ji, jo por unidad
de tiempo, estamos diciendo que +w; representa la masa que atraviesa la cara
J1,j2 por unidad de tiempo, esto es, son los flujos de masa por la cara ji, jo.

La hipétesis de que T? sea simétrico afirma que las densidades de cantidad
de movimiento son, salvo signo, los flujos de masa por las caras del cubo unidad.

En otras palabras: los coeficientes de la densidad de impulso I son, salvo
signo, los coeficientes de la forma de masa wj; de la distribucion.

—. Veamos por dltimo los h;;: cada elemento bésico 0; ® d; se corresponde
via el isomorfismo 2.1.6 con (—1)'dt A dz;, Adzj, ® 9;, j1 < j2, j1,j2 # 4. Es
decir, h;; es, salvo signo, la componente j-ésima de II3(0;, 0, ,0;,): es el flujo
de impulso por la cara ji, jo (ortogonal a 9;) en la direccién 9;.

2.1.7 (Tensor de tensiones y fluidos perfectos) Consideremos una dis-
tribucion de materia y notemos lo siguiente: si hacemos la contraccién interior
del tensor de materia por la 1-forma del tiempo, obtenemos un campo (tensor
1-contravariante) que en particular es iwT? = poy + > w;0; = I, la densidad de
impulso. Una hipétesis bastante razonable para imponerle a la materia es que
la densidad de impulso sea divisible por la densidad de masa, y en particular
que sea I = pT', con lo que podremos escribir

T?=1T+T*=pT®T+T?, (2.10)

donde 72 es un tensor (0,2) simétrico, llamado tensor de tensiones?®, tensor
de esfuerzos, 6 tensor de estrés. Cuando 72 = 0, la materia es una nube de
polvo, por lo que dicho tensor recoge las presiones que se estan ejerciendo en el
fluido, es decir, recoge todos los movimientos que no son el movimiento medio,
el cual viene dado por 7.

Cuando T2 = ph*, se dice que la distribucién de materia dada es un fluido
perfecto de densidad p € C*°(X) y presion p € C*°(X), porque recoge que las
presiones que se ejercen son iguales en todas las direcciones (por ejemplo, los
gases son en general fluidos perfectos).

Todo lo que hasta ahora hemos contado en este capitulo inicamente tenia el
objetivo de motivar una definicion formal de “materia”. La mayoria de definicio-
nes que hemos dado las hemos tomado provisionales, puesto que simplemente
nos han dado una interpretacién de lo que deberian ser dichos conceptos. Los
argumentos usados hasta ahora no han sido totalmente rigurosos, pero por el
hecho de que no son deductivos sino que buscaban justificar, de manera mas o
menos sugerente, la nocién de materia. Entonces:

Definicién. Llamaremos distribucién de materia (o forma de impulso de
una distribucién de materia) a toda 3-forma valorada en los campos tangentes
cuyo tensor 2-contravariante correspondiente por 2.1.6 sea simétrico, al cual
llamaremos tensor contravariante de materia y denotaremos por T2.

Diremos que la materia es un fluido perfecto de densidad p € C*(X),
presién p € C*°(X) y velocidad T € D(X) (w(T) = 1) cuando

T2 = pT & T+ ph". (2.11)

3La palabra tensor proviene precisamente de este, pues fue el primero que se descubrié.
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Diremos que la materia es una nube de polvo 6 dust de densidad p € C*°(X)
y velocidad T € D(X) (w(T) = 1) cuando

T?=pT®T. (2.12)

Ademas, diremos que la materia se mueve bajo la acciéon de una densidad
de fuerza F € D(X) (campo de vectores espaciales) cuando

\dng, =Qx®F. ‘ (2.13)

Teorema 2.1.8 Sea (An41, Vo) un espacio afin (n+ 1)-dimensional dotado de
su conexion estandar, y supongamos fijada una forma de volumen Qx . SiIl, es
una n-forma valorada en los campos tangentes de modo que I1,, = C}(Qx @ T?)
para cierto T? € T?(A,41), entonces se cumple que

dll, = Qx ® (divy, T7). (2.14)

Demostracion. Fijemos coordenadas afines en las que Qx = dxg A --- A dx,
(andlogo a 2.1.6). Puesto que todas las operaciones involucradas son lineales para
la suma, basta comprobar la igualdad para un tensor de la forma 7% = f0; ® 0;.
En tal caso la n-forma valorada en los campos tangentes correspondiente sera

I, = CL(f dzo A~ Adan ® 8 ® 9;) = (—1)'f dzo A" Adan ® 9,

por lo que su diferencial exterior sera

dIl, = (_1)de Adzg A i’t ANdz, ® aj = (_l)z%d% Adxzg A M Adz,
of : 2
=(dzg A---ANday,) ® a—aj =Qx ® (divy, T7)
T

O

Corolario 2.1.9 En un espacio-tiempo de Galileo, la densidad de fuerza F de
una distribucion continua de materia es precisamente la divergencia del tensor
contravariante de materia,

F = divy, T2,

y por tanto la ecuacion (2.13) se reescribe como

|dIT; = Qx @ (divy, T%). | (2.15)

2.2 FEcuaciones de la Mecanica de Fluidos

En esta seccién expondremos cémo la ecuacién (2.13) recoge las leyes del
movimiento méas importantes de la Mecanica de Fluidos. Para quien se haya
sentido incémodo con las deducciones de la anterior seccion que motivaron la
definicién de distribuciéon de materia, esto deberia servir como comprobacién de
que aquellas suposiciones eran correctas.
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Caso General

Supongamos que tenemos una distribucién continua de materia en su forma
mas general, es decir, en la que su tensor contravariante de materia viene dado
por (2.9). Recordemos que, via el isomorfismo 2.1.6, los elementos de la base de
T2(X) se corresponden con los de II3(X) de la siguiente forma:

= 0; ® Oy se identifica con dz A dy A dz ® 0;.

= 0; ® 0; se identifica con dx A dy A dz ® 0;.

» 9; ® O, se identifica con (—1)'dt A dxj, Adxj, ® 0, ( j1 < jo, j1,j2 # 1)
» 0; ® 0 se identifica con (—1)'dt Adxj, Adzj, ® 95 (1 < ja, Ji,Jj2 # i)
Por tanto, en la base

{dle Adxj, Adxj, @ 0, i <J2<j2
J

la 3-forma de impulso I3 se escribird como

3

i=1

3
+dtAdyAdz® | —wi10y — Z h1;0;
=1

3
+ditANde Adz ® | wady + Z hzjaj
=1

3
+dtndz Ady® | —w30y — Z hs;0;
j=1

3
=dzAdyAndz® (p@o + ZM@)

i=1

3
+dtAdz Ady® |wido+ Y ha;0;

j=1

3
+dt Ade Adz® | wady + D ho;i0;

j=1
3
+dt/\dy/\d$® ’U)380+Zh3j8j

j=1

Ahora, si hacemos la diferencial exterior a dicha 3-forma valorada en los
campos tangentes, obtendremos
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3

dlly = pydt Adz Ady Adz @8y + Y wisdt Ade Ady Adz @ 0;

=1
3
+wade AdtAdz Ady @+ Y hyjade AdtAdz Ady @ 0;
j=1
3
+twapdy Adt Adz Adz® 00+ Y hojady Adt Ade Adz @0,
j=1
3
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j=1
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=Qx® (Pao + Z w;10; + w1100 + Z h1;,10;
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asi que el segundo término del producto tensorial debe ser la densidad de fuerza
F =101 + Fs95 4+ F393, con lo que resulta

3
0= p,ﬁ-Zwm (216)
j=1
3
F,; :wi7t+2hij7j, 1=1,2,3 (2.17)
j=1
lo que se puede escribir de forma méas compacta como
0= py +divd (Ecuacién de Continuidad)
F; = w; ¢ + div fzi, 1=1,2,3 (Ecuaciones de Euler)

- 3 2 3 . .
donde @ := 3 7, w;0; y hy :=}_;_, h;;0;. La primera de las ecuaciones expresa
la conservacién de la masa, mientras que las otras 3 son el enunciado para
distribuciones continuas de materia de la Ley Newtoniana del Movimiento.

Caso Fluidos Perfectos

Supongamos ahora que nuestra distribucién de materia es un fluido perfecto
de densidad p € C*(X), presién p € C*(X) y velocidad T € D(X); de modo
que su tensor de materia vendra dado por

T? = pT @ T + ph*.
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Para un observador inercial, la velocidad y la métrica contravariante del espacio
vendréan dadas por T' = 0; + ), v;0;, donde ¥ = E?Zl v;0; es la velocidad
media aparente del fluido para el observador; y h* = 2?21 0; ® 0;. Por tanto,

3

3 3
T =p| @0+ Y vi(0: @0 +0;@0%) + Y viv;0; @ 0; | +p (Z&@&)

i=1 i,j=1 i=1
Comparando dichos términos con los generales de (2.9), obtenemos:
" 0; ® 0 p=p (no dice nada).
v 0 ® Op: w; = pu;.
» 0; ®0;:

® hij = pvjvj, sii # j.

o hij=pv}+p,sii=j.

Por tanto, en el caso de fluidos perfectos la Ecuacién de Continuidad y las
Ecuaciones de Euler se reescriben como

3

0=pt+ Z(pvi)i
=1 (Ecuaciones de Navier-Stokes)

3
Fi = (pvi)i+ Y _(pvivy); + pi
j=1

2.3 Ley de la Gravitacion Universal

Vamos a estudiar el ejemplo fundamental de distribuciéon de materia y fuerza
de la mecénica clasica: la Ley de la Gravitacién Universal de Newton. Esta
afirma que cualesquiera dos masas puntuales se atraen mutuamente con una
fuerza proporcional al producto de sus masas e inversamente proporcional al
cuadrado de la distancia que las separa. Pero, por otra parte, junto a la ley
F =ma (recuérdese 1.4.1) afirma que la aceleracién que experimenta un cuerpo
por la accién gravitatoria de otro no depende de su propia masa. Asi, mas que
una “fuerza gravitatoria”, lo que en realidad hay es una aceleracion gravitatoria
producido por un cuerpo puntual. Por tanto, esto dice que tenemos una unidad
de masa canénica: aquella que a la unidad de distancia produce una aceleraciéon
de una unidad. En tales unidades es claro que la constante de gravitaciéon serd
1.

Ejemplo 2.3.1 Calculemos en nuestras unidades cotidianas esta unidad de
masa intrinseca. Si tomamos como unidad de longitud el metro, y de tiempo el
segundo, esa cantidad de masa M sera, por la ley a = GM /r?,

(m/s?) - m? M

1
Im/s®> =6.67-1071! —_ M=
m/s kg 1m2 6.67 1011

kg =1.5-10"%g.
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En estas condiciones, es claro que la unidad de masa dependiendo de la de
longitud y tiempo es m?/s?, es decir, 1m?®/s? = 1.5-10'%kg. En tales unidades,
es sencillo saber la masa de la Tierra, calculo que incluso podrian haber hecho
en la antigiiedad si hubieran conocido la ley de la gravitacién, pues el valor de la
aceleracién de la Tierra (g = 9.8m/s?) a nivel de la superficie se puede calcular
tirando una piedra o con un péndulo; y ya en la Antigua Grecia conocian cual
era el radio de la Tierra*:

M

— = 98m/s? = M =3.98-10"m?/s?
(6.371.000m)2 m/s m/s

Lo que no resulta tan claro es saber el equivalente en kilogramos, pues hace falta
conocer el valor de G. El primero que la determiné fue H. CAVENDISH (1731 —
1810) con el famoso experimento de la balanza de torsion.

De acuerdo con la ley de Newton, una masa puntual M (localizada en el
origen de una referencia inercial (po; g, v1, V2, v3)) produce en cada punto # € &;
una fuerza gravitatoria por unidad de masa

3
- M i M
F=-— ( x&-) = grad — =gradu (2.18)
rP\=r T
para su funcién potencial u(Z) := X y la funcién r = |7 = /(Z,7) =

V2% + 23 + 23, y fuera del origen se cumple que

divﬁ:divgradu: Au=MA <i> =0.

Fuera de la masa el potencial Newtoniano es una funcion armdnica.

En general, para una distribucién de n masas m; situadas en puntos p; € &,

se tiene que
= pi— T — m;
Fz = E m; 3 i ’U,(CC) = o

T T

donde r; = |p; — #|; y ademés se cumple que Au=0en & — {p1,...,pn} ¥

lim u(Z) = 0o , lim u(Z) =0.
T—pi |Z]— 00
Este caso de un nimero finito de masas motiva la siguiente definicién para el
caso de una distribucién continua de materia dada por una densidad p € C*(X)
(que como serfa 16gico pedirle tomaremos no negativa y que en cada hiperplano
de simultaneidad sea de soporte compacto):

Definicién. Dada una distribucién de materia en un espacio-tiempo de Galileo
de densidad de masa p(t, ¥), llamaremos potencial gravitatorio a

u(t,a‘:‘)z/5 P 7) 4o (2.19)

7T =7

4ERATOSTENES (s. I1I a.C.) ya calculé el radio de la Tierra a partir de los diferentes tamafios
de las sombras en las ciudades de Alejandria y Siena (Asuédn), con una precisién de unos pocos
kilémetros.
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y diremos que la intensidad de fuerza gravitatoria es el campo F:=F 101+
F>0, + F303 definido por

. Y — T
F(t, %) 12/ p(t, §) =3 dy (2:20)
& |7 — 4

En cada punto, F representa la fuerza que se ejerce en el punto por unidad
de masa. Ademas, notar que las masas del pasado y del futuro no afectan.

. Qué relacion tienen el potencial y la intensidad de fuerza gravitatoria? El
siguiente teorema de Andlisis nos garantiza que podemos derivar bajo el signo
integral las componenentes Fj:

Teorema 2.3.2 Si p es integrable y acotada en los compactos en cada hiperplano

espacial, la funcion potencial
-
£

1T =7

es de clase C* y sus derivadas entran en la integral de modo que

—

F = grad u. (2.21)
Demostracidn. Puede consultarse en [6, pag. 835]. O

Puesto que nosotros siempre suponemos que la densidad de masa es de clase
C* y de soporte compacto en cada hiperplano, se aplica. Por el mismo motivo,
se cumple también el siguiente resultado, de gran importancia:

Teorema 2.3.3 Sip es, en cada hiperplano espacial, integrable, acotada en los
compactos y en un abierto es de clase C', entonces en tal abierto su potencial
u es de clase C? y en él se cumple

(Ecuacién de Poisson)

Demostracidn. Puede consultarse en [6, pag. 836]. O

Uniendo los dos resultados, tenemos que la intensidad de fuerza gravitatoria
cumple

div F = —4mp (Ecuacién de Gauss)

Ademaés se tiene otra propiedad, andloga a las vistas en el caso puntual:

Teorema 2.3.4 Sip es una funcién de clase C' y de soporte compacto en cada
hiperplano espacial, entonces tanto su potencial u como la intensidad de fuerza
gravitatoria F' en cada instante se anulan en el infinito.

Demostracion. Véase [6, pag. 839]. O

Con todo esto, estamos diciendo que el campo F= grad u de una densidad
de masa p € C*°(X) de soporte compacto en cada hiperplano espacial cumple:
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1. rot F =0, es decir, es un campo conservativo:

En efecto, si S es la métrica euclidea en un hiperplano espacial, entonces
que F' = grad u significa que i3S = du, y por tanto

F’QV = d(ZﬁS) = d2u =0.

irot
(nétese que la diferencial se entiende en los hiperplanos espaciales).
2. divF = —4mp, la Ecuacion de Gauss.

3. F en cada instante se anula en el infinito.

En concreto, se cumple que es el Unico que satisface estas propiedades:

Teorema 2.3.5 Dada una densidad p, la intensidad de fuerza gravitatoria F
es el unico campo espacial D que cumple:

1. rot D = 0.
2. divD = —4mp.
3. D se anula en el infinito.

Demostracion. Sea D un campo espacial satisfaciendo las propiedades. Asi, por
1. tenemos que la 1-forma ipS es cerrada, porque 0 = it pQy = d(ipS),
luego por el Lema de Poincaré es exacta, ipS = dv, y por tanto D = gradv.
Por 2. Av = divD = —4mp, y derivando y considerando el potencial u de F ,
Avy, = —4mp,, = Au,,, asi que la funcién v,, — u,, es armoénica y se anula en
el infinito (porque z,,,v,, son las componentes de F y D, respectivamente, y
éstos se anulan en el infinito), y por tanto son iguales y F=D. O

En otros términos, este teorema afirma que equivale decir que una fuerza
atraiga las masas por el inverso del cuadrado de la distancia y proporcional a
las masas, que decir que cumple las tres propiedades anteriores.

Estamos ya en disposicién de dar la definicion de qué seria dar una teoria
de la gravedad en la mecanica clésica:

Definicién. Una gravitacion newtoniana es un espacio-tiempo de Galileo
X (no necesariamente orientado) junto a un tensor contravariante de orden 2
simétrico T? € T72(X) llamado tensor de materia y un campo de vectores

espaciales F e D(X) llamado intensidad de fuerza gravitatoria tales que si
p:= Ci2(g @ T?) entonces

i) rot F = 0.
i) div F = —4mp.

iii) divy, T? = pF.

X = (A4, B, g,h*, T2 F)
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La tultima condicién recoge que F = pﬁ , pues F es la fuerza por unidad de
volumen, luego %F es la fuerza por unidad de masa, es decir, la intensidad de
fuerza gravitatoria.

En general, es razonable pedir que p sea no negativa y de soporte compacto
en cada hiperplano de simultaneidad, que T2 sea divisible por p, y que en cada
instante F' tienda a cero en el infinito.



Parte 11

Teoria de la relatividad
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Capitulo 3

El espacio-tiempo de
Minkowski

Con la unificacién del electromagnetismo a finales del s. XIX y la constata-
cién de la naturaleza ondulatoria de la luz, se postuld el éter como su medio de
propagacion (la visién mecanicista de la época exigia que toda onda necesitara
un medio de transmisién), el cual deberia extenderse todo el universo. Dicho
medio seria en particular un sistema de referencia absoluto, respecto al cual la
velocidad de la luz serfa de ¢ ~ 3 - 108 m/s, y en el que se cumplirian las leyes
de la mecénica newtoniana.

Sin embargo, los experimentos de MICHELSON y MORLEY en 1881 y 1887
mostraron que la velocidad de la luz era constante, independientemente de la
velocidad del observador respecto del éter, incumpliéndose asi la ley de adiciéon
de velocidades galileana. Este hecho fue principalmente el que llevé al fisico
ALBERT EINSTEIN (1879 — 1955) a rechazar la hipdtesis del éter y plantear una
reforma radical de las teorias tradicionales.

Su publicacién en 1905 de Sobre la electrodinamica de los cuerpos en movi-
miento [5] marca un punto de inflexién para la ciencia. En ella, Einstein establece
los primeros pasos de la Teoria de la Relatividad Especial, basada en dos
principios:

1. No existen observadores privilegiados: todas las leyes de la fisica se cum-
plen por igual en todos los sistemas de referencia inerciales.

2. La velocidad de la luz es la misma para todos los observadores inerciales.

En 1907, el matemdtico lituano HERMANN MINKOWSKI (1864 — 1909), an-
tiguo profesor de Einstein en la Politécnica de Zurich, formalizé las ideas pro-
puestas por el fisico alemén dos anos antes dando un modelo matemético de la
Relatividad Especial. Segin sus propias palabras, parece que la teoria electro-
magnética de la luz estd dando lugar a una completa transformacion de nues-
tras representaciones del espacio y el tiempo, que deberia suscitar un interés
extraordinario entre los matemdticos. El matemdtico se halla en una situacion
privilegiada para asumir los nuevos puntos de vista, ya que le suponen una mera
aclimatacion a esquemas conceptuales ya familiares. El fisico, por el contrario,

37
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se ve obligado a redescubrir estos conceptos y abrirse camino a través de un
bosque primigenio de oscuridades.

3.1 Estructura del espacio-tiempo

Es un hecho experimental bien establecido que las trayectorias de los rayos de
luz en el vacio tienen velocidad finita y no dependen del estado del movimiento
de la fuente, sélo del momento y lugar en el que la luz se emitié, de modo que
las velocidades de los posibles rayos de luz emitidos en algiin suceso p € X
del espacio-tiempo forman un cono en el espacio tangente 7, X, llamado cono
de luz. Ademads, en nuestro sistema de coordenadas la velocidad de la luz en
el vacio c¢ es igual en todas las direcciones, de modo que el cono de luz esta
definido por la forma cuadratica

1
dt? — C—Q(dxf + da3 + dx3) =0,

y en presencia de la 1-forma del tiempo dt, la forma cuadrética dz? + dz3 + da?
también es absoluta. En la mecédnica clasica, la finitud y la isotropia de la
velocidad de la luz, y la independencia del estado de movimiento de la fuente,
implican el caracter absoluto del reposo.

Ahora, el término ¢=2 ~ 10712 52 /m? es muy pequefio en nuestras unidades
cotidianas, de forma que los conos de luz dt*— C%(dx%—i—dx%—i—dx%) préacticamente
coinciden con los hiperplanos espaciales dt? = 0 que definen la métrica del
tiempo g = dt®dt en la mecdnica clasica. Si rechazamos la posibilidad de que el
reposo tenga significado fisico independiente del observador, estamos obligados
a admitir que las medidas de tiempo no vienen dadas por una métrica de rango
1, como hasta ahora hemos supuesto; sino por una métrica no singular de tipo
(+7 T _)‘

Aunque este cambio no modifique ninguna prediccién numérica de nuestra
experiencia diaria, pues la cantidad 1079 est4 por debajo de la precisién de
nuestros relojes, representa una diferencia conceptual y estructural gigantesca,
pues supone sustituir una métrica de rango 1 por una no singular, manteniendo
la hipétesis de que las propiedades inerciales vienen dadas por una estructura
afin sobre el espacio-tiempo.

La teoria de la relatividad especial es el andlogo relativista de la Mecanica
Cléasica expuesta en el capitulo 1, pero sustituyendo la métrica del tiempo por
una del tipo (+,—,—, —).

Definicién. Un espacio-tiempo de Minkowski X es un espacio afin real Ay
de dimensién 4 cuyo espacio vectorial asociado E estd dotado de una métrica
de Lorentz: una métrica simétrica g de signatura (4, —, —, —), que llamaremos
métrica del tiempo'.

Diremos que un espacio-tiempo de Minkowski estd orientado si sobre F
hemos fijado una orientacién [dX], que llamaremos orientacién del espacio-
tiempo; y una orientacién del tiempo: una de las dos componentes conexas

1Bien definida salvo un factor positivo. Elegir una proporcional equivale a cambiar la
unidad de tiempo. Por simplicidad fijaremos la métrica del tiempo, esto es, fijaremos la unidad
de tiempo.
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de W ={ee€ E:g(ee) >0}, que llamaremos futuro y denotaremos W_,. La
otra componente de W se llamard pasado y se denotard como W_, de forma
que W=W,][W_.

| X = (A4, B,g, [dX], W) |

Definicién. Un vector no nulo e € F se dice de tipo luz si g(e,e) = 0, de tipo
tiempo si g(e,e) > 0, y de tipo espacio si g(e,e) < 0.

Por definicién, los vectores de tipo tiempo orientados al futuro son los de
W4, y los vectores de tipo tiempo orientados al pasado los de W_. Para los
vectores de tipo luz también es posible dar una nocién de orientaciéon temporal.
Para ello basta notar que el cono de luz es justamente OW'.

Definicién. Diremos que un vector e € E de tipo luz esta orientado al futuro
si e € OW,, y diremos que esta orientado al pasado si e € 9W_.

Cono de luz

Maés tarde caracterizaremos las orientaciones temporales de los vectores de
tipo tiempo y luz. Notar, sin embargo, que no tiene sentido decir si un vector
de tipo espacio estd orientado temporalmente.

En adelante, por simplicidad, pondremos e - ¢’ := g(e, €¢’).

Definicién. Una trayectoria u observador es una curva? de tipo tiempo, es
decir, una curva en la que la restriccién de g sea definida positiva.

Definicién. Llamaremos velocidad (también 4-velocidad o cuadrivelocidad)
de una trayectoria al Ginico® campo tangente a la curva unitario y orientado al
futuro, que denotaremos como U.

Llamaremos aceleracién (también 4-aceleracién o cuadriaceleracién) de una
trayectoria al campo tangente a X con soporte en la trayectoria A := U Voy.

U

2Subvariedad diferenciable conexa de dimensién 1.
3La unicidad se sigue de que el espacio tangente a una curva en cualquier punto tiene
dimensién 1.
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Lema 3.1.1 Los campos U y A son ortogonales.
Demostracion. 0 =U(1) =UU -U) =2(UV°U)-U=2A-U O

Definicién. Un observador se dice inercial si su trayectoria es una recta de
Ay, es decir, si su trayectoria tiene velocidad constante.

Definicién. Un rayo de luz en el espacio-tiempo A, es una recta cuya direc-
cién < e > es is6tropa, e - e = 0.

3.1.2 (Espacio y tiempo para un observador) Fijemos un observador iner-
cial con velocidad e € E. Puesto que la métrica es no singular, el observador
escinde el espacio como E =< e >1< e >1, de modo que descompone el
espacio-tiempo A4 como producto directo de su trayectoria por

Vi=<e>t={veFE:e v=0}
Diremos que los vectores espaciales son los elementos de V. Ademaés, lo ante-

rior se traduce en que dar un suceso del espacio-tiempo p € A4 es dar un punto
de la trayectoria del observador py y un vector espacial v € V.

Az

\ trayectoria del observador

Asi pues, dos sucesos p; y p2 seran simultéaneos para el observador cuando
p2 — p1 € V. Pero dicho espacio V depende del observador, por definicién, lo
que da uno de los principios bésicos de la relatividad: la simultaneidad depende
del observador. En otras palabras: el concepto de ahora es relativo.

Proposicion 3.1.3 Para cada observador inercial, el conjunto de vectores es-
paciales V' es un subespacio de E de tipo espacio, es decir, en el que gy es
definida negativa.

Demostracion. Si e € E es la velocidad del observador, puesto que es de tipo
tiempo, < e > no es isétropo, luego la métrica escinde el espacio en

E=<e>l<e>t=<e>1lV.

Puesto que g en < e > es definida positiva, y la métrica es de signatura
(4+,—,—, —), necesariamente en V debe ser definida negativa. O]

Proposiciéon 3.1.4 Sea e € E la velocidad de un observador inercial, y V sus
vectores espaciales. Entonces [dV] = [(i.dX)|v] es una orientacion sobre V,
heredada de modo natural de la de E.
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Demostracion. Sea dX un representante de la orientaciéon del espacio-tiempo,
que es una 4-forma, luego i.dX es una 3-forma, y la restriccién a V' es no es
nula, pues si {v1, v, v3} es base de V, (i.dX)(v1,v2,v3) = dX (e, v1, va,v3) # 0,
al ser {e,v1,v2,v3} una base de F . O

Las proposiciones anteriores dicen que (V,—gv,[dV]) es un espacio
vectorial euclideo orientado, por lo que los hiperplanos de simultaneidad
(A3, V, —gjv, [dV]) heredan una estructura natural de espacios euclideos orienta-
dos de dimension 3. La métrica del tiempo define el espacio. Cada uno es, como
cabia esperar, el espacio que en cada instante ve el observador: estos hiperplanos
son el espacio cotidiano.

Ahora bien, al fijar la unidad de medida del tiempo, que determina la métrica
g, tal y como lo hemos escrito en el parrafo anterior ya hemos elegido una unidad
de medida de longitud: la que define —g (lo que dice que en Relatividad las
unidades de tiempo y longitud no son independientes). Sin embargo, es comin
elegir otra unidad de longitud diferente a la dada por —g, tomando una métrica
proporcional a ésta.

Definicién. Llamaremos métrica del espacio a h := —c?g, donde ¢ > 0 es
cierta constante fijada.

Por tanto, en la Teoria de la Relatividad tenemos de modo bien claro dos
métricas covariantes sobre E: la del tiempo g y la del espacio h, que se de-
terminan mutuamente (a diferencia de lo que ocurrfa en la Mecdnica Clésica,
véase pag. 9): dada una se obtiene la otra multiplicando por un cierto factor
de proporcionalidad. En particular, en unidades naturales (con ¢ = 1) una es
la opuesta de la otra. Notese ademds que hjy es una métrica euclidea: dicha
métrica define la geometria sobre V.

En adelante pondremos (e, v) := h(e,v) = —c%(e - v).

La descomposicién del espacio-tiempo para un observador con velocidad
e € F explicada antes también define intervalos de tiempo: el observador mi-
de el tiempo con la funcién lineal w := i.g. Asi, el tiempo que transcurre para
el observador entre dos sucesos p1,ps € Ag est:=e- (p2 — p1).

3.2 El cono de luz

En esta seccion daremos varios resultados relacionados con el cono de luz.
En particular caracterizaremos la orientacién temporal de los vectores de tipo
tiempo y luz.

Proposicién 3.2.1 Sean 0 # e, ¢’ € E wvectores de tipo luz. Se cumple que e, e
son ortogonales si y solo si son proporcionales.

Demostracion. <). Si son proporcionales, entonces ¢/ = Ae, luego e - ¢/ =

Ae-e) =0.

=). Si e,e’ € E son ortogonales y de tipo luz, entonces < e > + < e’ > es
un subespacio vectorial de tipo luz: dados A, u € R se tiene

(e + pe’) - (Ne+pe’) = N(e-e) + 2 ule-e') + (€ - €) =0
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Sin embargo < e > + < ¢’ > debe ser un subespacio de dimensién 1, pues lo
anterior afirma que es un subespacio vectorial is6tropo, y al ser g una métrica
de Lorentz, el espacio (E,g) es de rango 4 e indice 1, siendo el indice de un
espacio justamente la dimensién comun de los subespacios isétropos maximales.
Por tanto, e y €’ son linealmente dependientes, luego proporcionales. O

Proposicién 3.2.2 Sea e € E un vector de tipo tiempo y v € E de tipo tiempo
o de tipo luz. Entonces e -v # 0, es decir, bien e-v >0 bien e-v < 0.

Demostracion. Procedamos por reduccién al absurdo: si e - v = 0, entonces
v €< e >+, donde e es de tipo tiempo. La proposiciéon 3.1.3 dice que Jl<v>L €8
definida negativa, luego v - v < 0, en contradiccion con que v € E sea de tipo
tiempo o de tipo luz. O

Corolario 3.2.3 Si un vector no nulo es ortogonal a un vector de tipo tiempo,
debe ser de tipo espacio.

3.2.4 (Caracterizacién de la orientacién temporal) Sea X un espacio-
tiempo de Minkowski orientado, es decir, supongamos fijada una de las dos
componentes conexas de W = {e € E : e-e > 0}. En lo que sigue vamos a
caracterizar la orientacién temporal de los vectores de tipo tiempo.

Sobre el conjunto de vectores de tipo tiempo W vamos a considerar la si-
guiente relacién: dados e,v € W,
e=v:i<=e-v>0
Comprobemos que dicha relaciéon es de equivalencia:
1. Reflexiva: e - e > 0 porque e es de tipo tiempo.
2. Simétrica:e=vese-v>05v-e>08v=e.

3. Transitiva: Sie = vy v = w, entonces ¢ -v > 0, v-w > 0. Veamos que
e = w, es decir, e-w > 0.

Observemos en primer lugar que e — Aw, con A := =2 > 0, es ortogonal a

v. En efecto,
e-v

(e—/\w)-v:e-v—v v-w =0

Ahora 3.2.3 afirma que e — Aw es de tipo espacio, luego
0> (e—Aw):(e—w)=e-e+ Nw-w—2\e - w, es decir,

1
e-w>—(e-e+ XNw-w) >0
o ( )

Obsérvese que el cociente por dicha relacién W/ = posee exactamente dos
clases de equivalencia. En efecto, dados e,v € W, si e # v, por 3.2.2 se tiene que
e v <0, luego (—e) - v > 0, es decir, (—e) = v. En particular, dichas clases de
equivalencia son [e] := W; y [—¢] := Wa. Por tanto tenemos que W = Wy [[ Wa.

Pero ahora bien, cada una de las dos clases de equivalencia es un convexo,
pues dados e, v de la misma clase,

e-(Ae+(1=MNv)=Xe-e+(1—Ne-v>0,
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con 0 < A < 1. Al ser convexos, son conexos. Como cada clase es claramente
abierta (pues es donde una funcién continua es positiva), Wy y Ws son las dos
componentes conexas de W = W, [[ W_. Por tanto, toda la discusién anterior
se resume en el siguiente

Teorema 3.2.5 Dos vectores de tipo tiempo e,v € E estan en la misma orien-
tacion temporal si y sélo sie-v > 0.

A continuacién vamos a ver que dicho teorema se puede extender a los vec-
tores de tipo luz, los cuales también poseen una orientaciéon temporal.

Teorema 3.2.6 Sea e € E un vector de tipo luz, y v € E de tipo tiempo.
Entonces e,v tienen la misma orientacion si y sélo si e-v > 0.

Demostracion. =). Supongamos que e, v estan orientados al futuro (el otro caso
es idéntico). La funcién v : E — R, w — w - v es continua y por 3.2.2 no se
anula en W, = W, [[(0W, — 0). Como en W, es positiva, por continuidad
debe ser también positiva sobre OW, — 0, luego e - v > 0.

<). Por el contrarreciproco: si e, v no estdn en la misma orientacién, —e, v
lo estdn, y por la implicacién anterior (—e) - v > 0, esto es, e-v < 0. O

Teorema 3.2.7 Dos vectores de tipo luz e,e’ € E no proporcionales estdn en
la misma orientacion temporal si y sélo sie-e > 0.

Demostracion. =). Elijamos un vector de tipo tiempo v € E de la misma
orientacién temporal que e y €’. Entonces existe A > 0 tal que v - (e — Ae') =0
(basta elegir A := % > 0. Nétese que v - e y v - €’ son ambos positivos, por
el teorema anterior). Al ser v de tipo tiempo, el corolario 3.2.3 asegura que
e — Xe’ es de tipo espacio (es no nulo pues e, ¢’ no son proporcionales), es decir,
0>(e—Ae)-(e—Ae) =—2Xe- €, luego e e > 0.

<). Por el contrarreciproco: si e, e’ estuvieran en orientaciones contrarias,
entonces e, —e’ tendrian la misma orientacién, luego por lo anterior e-(—e’) > 0,
es decir, e - e/ < 0. O

Acabaremos la secciéon dando la versién lorentziana de dos desigualdades
clasicas de la geometria euclidea: la de Cauchy-Schwarz y la triangular, que en
este caso se invierten respecto a la forma tradicional.

Teorema 3.2.8 (Desigualdad de Cauchy-Schwarz Invertida) Sean
e,v € E vectores de tipo tiempo. Entonces se cumple

e~ v > lelfv],

y la igualdad se da si y solo si e,v son proporcionales.

Demostracion. Como e es de tipo tiempo, el subespacio < e > no es isétropo,
luego F =< e >1< e >*. Asi que v se escribird como v = \e + w, para cierto
we<e>T porloquev-v=>Ne-e+2 e -w+w-w=Ne-e+w-w, por lo
que

2

(e-v)? = {e~()\e+w)} = {)\e~e—|—e-wr:)\2(e~e)2:(e~e)[)\2(e-e)}
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f— . . — . . . — 2 2
— (e Qv v—w-w) > (e-e)v-v) = el
>0 >0 <0

(ndtese que w - w < 0 por 3.1.3). La igualdad se da cuando w - w = 0, esto es,
w = 0, luego v = Me. O

Teorema 3.2.9 (Desigualdad Triangular Invertida) Seane,v € F vectores
de tipo tiempo con la misma orientacion temporal. Entonces se cumple

le +v| = le[ +[v],
y la igualdad se da si y solo si e,v son proporcionales.

Demostracion. Como e,v pertenecen a la misma componente conexa del cono
de luz, se ha probado antes que e 4+ v es de tipo tiempo y pertenece a la misma
componente conexa que e y v. Ademads el teorema 3.2.5 nos dice que e - v > 0.
Con todo esto concluimos que

3.2.8
le+vP=(e+v)-(e+v)=e-etv-v+2-v > |e|*+ |v]*+2le||v|

= (le| +Jv])?,
y la igualdad se da cuando e - v = |e - v| = |e||v|, que por la desigualdad de
Cauchy-Schwarz es cuando e, v son proporcionales. O

3.3 Referencias inerciales

Definicién. Una referencia inercial en un espacio-tiempo de Minkowski X
es un observador inercial, cuya velocidad se denotara eg, un suceso py de su
trayectoria, llamado origen del tiempo, y una base ortonormal {vy, v, v3} de
V :=< ey > (respecto h|v) orientada positivamente, que llamaremos ejes de
la referencia.

En otras palabras, una referencia inercial es wuna referencia afin
(po; €0, v1, v2,v3) tal que {eg,v1,v2,v3} es una base de E orientada positiva-
mente, el vector ey estd orientado al futuro y la matriz de g en dicha base

es

0 0
1
1 0
("
0

)
Il
oo o

(La equivalencia entre ambas definiciones se sigue de que dV (vy,v2,v3) =
= dX(ep,v1,v2,v3), de que e - g = 1 porque la velocidad de una trayectoria
tiene médulo 1, y de que al ser {vy,v2,v3} ortonormal para hyy, 1 = (v;,v;) =
—c2(v; - vy), luego v; - v; = —c2).

La tnica 4-forma dX que asigna volumen 1 sobre las referencias inerciales
es la forma de hipervolumen de X. Sin embargo, obsérvese que la forma
de hipervolumen no es la forma de volumen wx de la variedad Lorentziana
(X, g), pues la base {eg, v1,v2,v3} no es ortonormal para g. Sin embargo, basta
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observar que {eq, cvy, cva, cvz} si es ortonormal para g (pues cv; -cv; = —1) para
comprobar que

dX (e, cvr, cvg, cv3) = d X (eg, vy, v2,v3) =

lo que concluye que la forma de volumen de X es wy = c%dX .

3.3.1 (Coordenadas para un observador inercial) Fijemos una referencia
inercial (po;eo,v1,v2,v3). Dado cualquier suceso p € Ay, existen unos tnicos
numeros reales t, z,y, z, llamados coordenadas de p, tal que

p = po + teg + xv1 + Yyvo + 2v3.

Esto ademas dice que cada referencia afin define un sistema de coordenadas
globales sobre X, que denotaremos (t,z,v, 2), (t,z1,z2,23) 6 (xo, 1, T2, T3).
Notese que, en estas coordenadas, si e = (t,x,y, z), entonces eg - (p — pg) =
eo - e = t, lo que dice que el tiempo que pasa para el observador entre el origen
del tiempo pg y el suceso p es justamente la primera coordenada de p.

Que nuestra variedad X esté cubierta por una unica carta afirma que el
conjunto de campos tangentes D(X) es un C*>°(X)-médulo libre de rango 4, y
puesto que en un espacio afin para cada punto p se cumple que £ = T, X, se
tiene que (Oo)p = €0 , (0i)p = vi, ¢ = 1,2,3, lo que nos dara libertad para
denotar la base de campos tangentes de diferentes formas, segin mejor nos
convenga en cada momento:

eg=00=0 , vi=01=0, , vo=0=0, , v3=03=0..

Con todo esto, en este sistema de coordenadas anterior tenemos:

1 0 0 0
1 0 -% 0 0
_ 2 - 2 2 2\ — 2
g =dt Cz(dx +dy” +dz*) = 0 0 -4 o |
o 0 0 -4
Wi = {)\80 4+ 1101 + o0y + uzds € Wi X > 0},
dX =dt Adz Ady Adz,
1
wx = Zzdt Adz Ady Adz,
c
-2 0 0 0
_ 212 2 2 2_| 0 100
h=—c*dt® +da* +dy” +dz* = 0 0 1 0
0 0 0 1

Vo: DY° (Z fi@') = Z(Dfi)ai

Ahora se ve claramente, por ejemplo, que hjy es una métrica euclidea, con
lo que los hiperplanos de simultaneidad son espacios euclideos, tal y como los
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percibimos en la realidad. Nétese que en dichos hiperplanos (z,y,z) son las
coordenadas cartesianas, por lo que las distancias, angulos, ... determinados
por sucesos simultaneos para el observador se expresan en estas coordenadas
con las férmulas euclideas usuales.

3.3.2 (Relacién entre la mecénica clasica y la relatividad) A la vista
de lo presentado hasta ahora sobre la teoria de la relatividad, podemos intuir
cudl es la relacién entre la mecanica clasica y la relatividad. En esta tltima, la
métrica del tiempo g determina 4 métricas: la propia g, h := —cg?, su métrica
dual g* y la métrica dual de h, h*, todo esto por ser g no singular. En una
referencia inercial tendremos:

Observar que, si hacemos tender ¢ a infinito, la métrica del tiempo tiene
limite, y es justamente la métrica del tiempo en la mecénica clasica; y la métrica
h* también tiene limite, y es justamente la métrica contravariante del espacio
de la mecanica clasica. Sin embargo, ni la métrica ¢g* ni h tienen limite al
hacer ¢ — oo, y precisamente ninguna de esas dos métricas tiene andloga en
la mecéanica clasica: no hay ni métrica del tiempo contravariante ni métrica del
espacio covariante.

La mecdnica clasica es el limite de la relatividad cuando ¢ — oco.

3.4 Movimientos

En la mecénica clasica, que un observador inercial pueda parametrizar toda
trayectoria era evidente por el concepto de trayectoria que ahi se tenia, pues
el tiempo era un concepto absoluto. En la relatividad, puesto que el tiempo
depende de cada observador, tendremos que dar un rodeo para probar que
todo observador puede parametrizar las trayectorias respecto de su coordenada
temporal.

Teorema 3.4.1 Sea (po;eo,v1,v2,v3) una referencia inercial en un espacio-
tiempo X . Toda trayectoria se puede parametrizar de la forma

a(t) = (t,z(t),y(t),2(),  tel,

para cierto intervalo abierto I C R wy ciertas funciones diferenciables
x,y,z € C(I).

Demostracion. Sea C una trayectoria y consideremos la inclusion i: C' — X.
Se trata de probar que la funciéon “primera coordenada” t: X — R define un
difeomorfismo de C' con un cierto intervalo abierto I C R.
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Empezaremos probando que ¢ := i*t: C' — R es un difeomorfismo local en
todo punto de la curva. Dado un punto p € C, bastard ver que d,t # 0. La
condicién de que gjc = i*g sea definida positiva dice que todo vector tangente
a la curva es de tipo tiempo. Por tanto, el corolario 3.2.3 afirma que ningtn
vector tangente a C' puede ser ortogonal a eg. Si 0 # D, € T,,C, entonces

0 # (ixDp) - €0 = (ixDp)t = Dp(i"t) = Dyt,

donde i, : T,C' — T, X. Notar que la primera igualdad se debe a que (i.D,) - ep
es, por la expresion de g, la primera coordenada de i,D, en la base
{(0)p, (0z)p, (Dy)p, (02)p}. Pero entonces d,t # 0 pues si 0 # D, € T,,C,

d,7(D,) = D, 0,

luego t es coordenada local sobre todo punto de C.

Ahora, como ¢: C — R es continua, y C es un conexo, t(C') es un conexo de
R, esto es, un cierto intervalo I, que serd abierto pues todo difeomorfismo local
es una aplicacién abierta. Asi, consideremos la aplicacién epiyectiva t: C' — I.
Para demostrar que ¢ induce un difeomorfismo con I bastard ver que es inyectiva,
pues toda aplicacion biyectiva y que sea difeomorfismo local en todo punto es
un difeomorfismo global.

Supongamos que t: C — R no es inyectiva. Entonces existirian dos puntos
p,p’ € C tal que t(p) = t(p'). Puesto que toda variedad topologica de dimensién
1 es homeomorfa bien a la recta bien a la circunferencia, se tiene que en C —
{p,p'} hay una componente conexa U tal que p,p’ € U (en particular, {p,p'} =
OU), y en concreto U es un compacto (pues lo es en cualquiera de estas dos
opciones). Esto dice que t: U — R alcanza un méximo y un minimo. Como
t(p) = t(p’), bien el mdximo bien el minimo debe estar en U, lo cual es absurdo,
pues contradice que ¢ sea difeomorfismo local en todo punto (¢ no podria ser
inyectiva en un entorno de tal punto).

g

|
—~
3
~
—
|

O

Obsérvese una consecuencia que se extrae de aqui: el hecho de que toda
trayectoria sea difeomorfa a un intervalo mediante la coordenada ¢ imposibilita
que un observador pueda viajar al pasado. Nétese también que ahora ¢ serad
tanto la primera coordenada sobre X como el pardmetro de la curva (y por
tanto la coordenada de I).
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Definicién. Diremos que el tiempo propio que transcurre entre dos sucesos
p,q € C de una trayectoria es la longitud (respecto g) de la curva entre ambos
sucesos, y se denotara como 7, de modo que

7= /pqwc, (3.1)

donde we es la forma de volumen de la variedad riemanniana C' (pues la imagen
inversa de g por la inclusién al espacio-tiempo es definida positiva).

Observar que claramente el tiempo propio depende de la trayectoria, no
sélo de los sucesos considerados; y que no depende de la referencia en la que
observemos la trayectoria: es un concepto absoluto. El tiempo propio es el tiempo
que pasa entre p y q para un observador que recorre la trayectoria .

3.4.2 (Vector tangente y velocidad aparente) Hagamos unos célculos
andlogos a los realizados en 1.3 en la Mecédnica Clasica. Dada una trayecto-
ria parametrizada por el tiempo para el observador, tenemos el campo tangente
a la curva

T =0.(0) =0 + 2/ (1), + ¥ ()0 + 2/ (1)0s.

Puesto que el coeficiente de la parte temporal es 1, la parte espacial repre-
senta la velocidad aparente para el observador,

U:=2' ()0, + y'(t)0y, + 2'(t)0s,

de modo que T' = 9; + ¢. El médulo de tal velocidad (medido con la métrica del
espacio h) es

vi=(0,0) = Va [t +y ()2 + 2 ()2

Ahora, como sobre la curva la métrica es definida positiva, T es un campo de
vectores de tipo tiempo, es decir, T'- T > 0. Pero en las coordenadas anteriores
tenemos

1 0 0 0 1
0 —% 0 0 ' (t)

— / / / 2
0 0 0 —c% Z'(¢)

:E/(t)Q +y’(t)2 +Z/(t)2 U2
prmd 1 B} == - 77
c c
lo que concluye que
v < (3.2)

es decir, la velocidad aparente de un mévil para cualquier observador esta es-
trictamente acotada por la velocidad de la luz c. No se puede viajar a mayor o
igual velocidad que la de la luz.

3.4.3 (Célculo de la velocidad) Vamos a calcular en coordenadas inerciales
la velocidad U de una trayectoria o(t) = (¢, z(t), y(t), z(t)).
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T = O, + ¥ es un campo tangente a la curva y orientado hacia el futuro?,
por lo que lo tnico que le falta para ser la velocidad U es ser unitario, puesto
que T -T # 1 excepto cuando ¥ = 0. Para conseguir esto basta dividir T' por su

médulo |T| =vT -T:

1
U = 3 (8t + 17)
By
Al factor que multiplica se le suele denotar v := (1 — v%/c?)~'/2, por lo que
resulta
U =T = (0 + ) = (3,72 (1), 7/ (1), 7% (1)) | (3.3)

Este término v > 1, llamado factor de Lorentz, aumenta muy lentamente para
velocidades bajas, sélo creciendo significativamente para valores de v cercanos
a c. En particular, cuando v — ¢ , v — o0.

v
v y 20 -
0.1c 1.005
0.2¢ 1.021
0.5¢ 1.155
0.8¢ 1.667
0.9¢ 2.294
0.99¢ 7.089
0.999¢ | 22.366 ol
0.9999¢ | 70.712 1 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0.2 0.4 0.6 0.8 1

3.4.4 (Calculo de la aceleracién) Aprovechando los célculos anteriores va-
mos a dar la expresién en coordenadas inerciales de la aceleracion A = UVU.
Por una parte,

dU
A=UYU =TVU = gt
y por 3.4.3
A=~ =7y, ("), (), (v2")) (3.4)

3.4.5 (Célculo del tiempo propio) Vamos a dar la férmula (3.1) en coor-
denadas inerciales. Se trata de calcular cudl es la forma de volumen we de la
variedad riemanniana (C, gc).

Puesto que ¢ es coordenada sobre C, la forma de volumen de C serd wo = fdt
para cierta funcién f € C*°(I) positiva. Como we debe valer 1 sobre las bases
ortonormales positivas, entonces

f

T 1 1
1=wc(U) =we (\/T'T>=\/T.TwC(T)medt(T):

luego f =T - T. Por tanto, la forma de volumen de C es

/ 2
wWeo = lfzﬁdt.

4Esto se debe a que se ha elegido como pardmetro de la curva la primera coordenada ¢ del
espacio-tiempo, y la curva se recorre en sentido de crecimiento de t. En efecto, basta observar
que T'-9¢ =1 > 0y aplicar el Teorema 3.2.5.

]
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Asi, dados dos sucesos de la trayectoria p,qg € C' C X, en la coordenada t de C
serant =ay t =b (a,b € R), por lo que

b U2 b bl
T:/ 17—2dt:/\/T~Tdt:/fdt (3.5)
a & a afy

Puesto que 1/ < 1, se sigue que el tiempo propio es siempre menor o igual
que el tiempo b—a transcurrido para el observador, y la igualdad se da si y sélo si
v =0 (es decir, el mévil estd en reposo para el observador). Viajar rejuvenece...
y hace perder tiempo.

En el caso en el que el mévil se mueva con velocidad constante, se obtiene
una de las formulas méas famosas de toda la Teoria de la Relatividad:

At =~vAT (Férmula de dilatacién del tiempo)

donde At es el tiempo que ha pasado para el observador y At el que ha trans-
currido para el mévil.

Ejemplo 3.4.6 Los piones son particulas subatémicas que se desintegran es-
poradicamente y poseen un periodo de semidesintegracién® de 1.8-1078s = 5.4
metros-luz. Un haz de piones se acelera a una velocidad de v = 0.99¢ = 0.99
metros/metro-luz. Segin la fisica cldsica, uno esperaria que la cantidad de parti-
culas del haz se redujera a la mitad después de que hayan recorrido 0.99-5.4 = 5.3
metros (distancia de acuerdo con el observador). Sin embargo, experimental-
mente se observa que el haz recorre 38 metros antes de que la cantidad de
particulas sea la mitad de la original. Este curioso efecto lo explica la dilatacién
del tiempo, pues cuando han transcurrido los primeros 5.4 metros-luz segun el
observador, para las particulas ha transcurrido menos tiempo. En particular,
segun la férmula anterior se obtiene el resultado experimental:

1
At = —— A7 =7.09-5.4 = 38 metros
V1 —10.992

3.4.7 (Tiempo propio como pardmetro) Vamos a comprobar que el tiem-
po propio de una trayectoria puede interpretarse como un pardmetro para la
misma. El utilizar t como pardmetro de una trayectoria es una eleccién natural
para el observador, pero también es razonable parametrizarla con el tiempo que
transcurre para un viajero que recorra la trayectoria.

Fijada una referencia inercial, consideremos una trayectoria C y su parame-
trizacién usual o: ¢t € I — (¢, z(t),y(t), 2(t)) € X. Fijado un punto py € C, el
tiempo propio define la funcién

7:C — R
q (3.6)
0 1(0)i= [ we,
Po

5Tiempo que tarda en desintegrarse la mitad de una cierta cantidad de particulas. Recordar
que la desintegracion de particulas es un proceso aleatorio, y se estudia probabilisticamente.
No confundir el periodo de semidesintegracién con la vida media, siendo este tltimo el tiempo
promedio que tarda una particula en desintegrarse.
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que no depende de coordenadas. Por el teorema fundamental del célculo®, dr =
we = dt/y, y como 1/y > 0, 7 es difeomorfismo local en todo punto. Pero
ademas es estrictamente creciente, luego es un difeomorfismo 7 : ¢ —— I con
un cierto intervalo I C R. La inversa de ésta serd una parametrizacién

gl —sCcX
T —— (1) = (90(7), 91(7), 92(7), 93(7)),
donde g; = 0*x;. Esta parametrizacién de C' es absoluta, en el sentido de que el

pardmetro 7 es absoluto, depende inicamente de la trayectoria (y del punto pg
elegido).

Con esta parametrizacién, veamos cudl es la expresién de U y A en coorde-
nadas. Si escribimos

T = 0.(9;) = go(7)0 + g1 (7)0x + g5(7)0y + g5(7)0:,

entonces tendremos que 1 = d7(T) = wc(T), y por tanto T = U.

En resumen: lo probado en este punto junto a lo dicho en 3.4.4 dicen que,
fijada una referencia inercial, si parametrizamos una trayectoria respecto su
tiempo propio, o(7) = (go(7),91(7), g2(7), 93(7)) (en las coordenadas (¢, z,y, z)
de la referencia), entonces la velocidad y aceleracién de la trayectoria seran

{ U = (95(7),

(7). 94(1).64(r) 57)

en la base {04, 0;,0y,0,}.

La mayoria de libros de fisica, que no manejan las herramientas de la Geo-
metria Diferencial, definen la velocidad y la aceleracién de un movil con estas
férmulas, pues al ser el tiempo propio un concepto absoluto, intrinseco de la
trayectoria, tales definiciones no dependen del observador elegido.

Ejemplo 3.4.8 Para finalizar la seccién vamos a exponer un ejemplo para
aclarar todos los cdlculos anteriores. Para simplificar fijemos unas unidades para
las cuales ¢ = 1, es decir, en las que un rayo de luz recorra una unidad de longitud
en una unidad de tiempo. Si tomamos el ano como unidad de tiempo, la unidad
de longitud sera el afio-luz.

Supongamos que una nave interestelar se mueve a lo largo del eje z de un
observador en la Tierra, la cual tiene unos propulsores que le permiten acelerar
durante el viaje. Desde nuestro planeta se observa que el viaje dura 6 afios,
siendo su trayectoria descrita por

1
o(t) = (t, 15t270,0) : 0<t<6.

6En geometria diferencial, dicho teorema se reformula como sigue: en una variedad dife-

renciable de dimension 1, siw es una 1-forma y F es la funcién “integrar w”, F(p) = f: w,
0

entonces dF = w. En efecto, si t es coordenada, entonces w = f dt para cierta fun-

t

cién f, y F(t) = ft fdt. Por el teorema fundamental del célculo, F/ = f, y entonces

0

dF = F'dt = fdt = w.
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El campo de vectores tangentes es

2 2
T=(1,- = O, + 10,
(1. 2100) 0+ 2o

donde v = 1—252581., y por tanto v = 12—5t (observar que es una funcién creciente
cuyo valor maximo se alcanza por tanto en t = 6, y vale v = 12/15 = 0.8 < 1).
Para obtener la velocidad de la nave basta multiplicar T" por el factor v =

1/2
(1—g5t")
1 2t
U= 0,0 = o, + d,
4 4 4
\/1— A2 15\/1—ﬁt2 - b 15/1- A
o=t

225

Para dar la aceleracién se debe tener en cuenta que 7/ = —(—2——y
V-5
resulta

4y 2

A= ( 2§5t % 2’0’0> — 225 at + 15 aac
(1-g351)° (1- g35t?) (1-g51)"  (1-g52)

Por 1ltimo calculemos el tiempo que pasa para los tripulantes de la nave:
una primitiva de 1/v es

1 4 =15 genu 15
/fdt:/ 1——225t2 dtitzi 5 /\/1—sen2ucosudu
~y \/

15 15 15
= ?/cos2u du = Z(u+senucosu) =7 (u+senux/1 —cos2u)

_ b 2t+1t\/1 )
g aresen gty 225
6 6
/ LT 2t+1t,/1 o
T = — = — arcsen — — —
o A 15 25" |,
9

15 4
=% + T arc sen 5 ~ 5.28 afios.

luego
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3.5 Transformaciones de Lorentz y Poincaré

En las dos secciones anteriores hemos fijado un observador inercial y hemos
visto como ve el espacio-tiempo ese observador. Sin embargo, podriamos ha-
ber elegido otro observador inercial, por lo que resulta importante estudiar las
aplicaciones Ay — A4 que llevan un observador a otro, y que nos permitiran
ademaés conocer cémo varian las coordenadas entre ambos.

Formalmente, lo anterior se traduce en que queremos estudiar las auto-
afinidades ¢: Ay — A4 que llevan una referencia inercial (po;eo, e, ea,e3)
a otra (py; ep, €], €5, e4), es decir, tal que

90(]70) :p6 ) <»5(60) = 66 ) 95(61) = ell ) 95(62) = 6,2 ) 95(63) = 6/8’ (38)

donde ¢: E — F es la aplicacién lineal asociada a la auto-afinidad ¢. Esta
condicién implica que tales aplicaciones deben conservar la métrica: en efecto,
siv=>.\e;, w=> [e;, entonces

3 3 13
5(v) - g(w) = )\ie’- . ie’» :)\0 00— & )\ii:v-w.
F(v) - (w) (; ) (;u> i c2;”

Por tanto, lo anterior dice que ¢ es una isometria, luego ¢ debe ser un
movimiento en A4. Sin embargo, el verdadero interés de una auto-afinidad reside
en su aplicacién lineal asociada (lo tinico que no comprende ésta es la imagen
del origen del tiempo), por lo que en adelante vamos a estudiar las isometrias
del espacio vectorial asociado FE.

Otro argumento por el que queremos estudiar estas isometrias es que una de
las hipdtesis fundamentales de la Teoria de la Relatividad es que la velocidad
de la luz es la misma para todos los observadores, es decir, el cono de luz es
absoluto. Esto dice que las aplicaciones lineales asociadas a las auto-afinidades
que queremos estudiar deben conservar la forma cuadratica asociada a g, o lo
que es lo mismo, deben conservar la métrica.

Definicién. El conjunto de automorfismos lineales de un espacio vectorial que
conservan una métrica simétrica no singular de signatura (p, ¢), con la composi-
cién de aplicaciones, forman un grupo llamado grupo ortogonal generalizado
y se denota como O(p, q), donde p + ¢ es la dimensién del espacio.

Fijada la base de E de una referencia inercial, y una isometria ¢, denotare-
mos por A a la matriz de ¢ en dicha base. Si X,Y son las coordenadas de dos
vectores de E en tal base, y G = diag(1, —1/c?, —1/c? —1/c?) la matriz de g,
matricialmente la condicién de isometria se traduce en (AX)!G(AY) = X!GY,
es decir, X'A'GAY = X!GY, con lo que podemos decir que

O(1,3) = {isometrias g: E — E} = {A € Myx4(R) : A'GA = G}

En particular, al ser toda isometria un isomorfismo, existen las inversas de
tales matrices A. La condicién de antes significa que A'G' = GA™!, luego

ATl =GN (3.9)

Ademés, tomando determinantes en tal condicién se tiene que (det A)? =1, es
decir, det A =16 det A = —1.
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Definicién. Llamaremos a las primeras isometrias propias y a las segundas
impropias.

Obviamente, estamos interesados en las isometrias propias, pues al ser
det A > 0 mandard bases positivas a bases positivas, como deben ser las de
una referencia inercial. En otras palabras, las isometrias propias son las que
conservan la orientacién espacio-temporal de E, es decir, [*dX] = [dX].

Definicién. El conjunto de isometrias propias de E forman un subgrupo de
0O(1, 3), lamado grupo especial ortogonal generalizado, y lo denotaremos
como SO(1,3).

SO(1,3) = {isometrias propias g: E — E}
={A € Myx4(R): A'"GA =G , det A =1}

Notese la sucesion exacta de grupos

0 — SO(1,3) = O(1,3) 2% {1,—-1} —> 0.

Las isometrias de F también tienen una importante propiedad: dado un
vector e € E, se sigue que F(e)-J(e) = e-e, lo que dice que si e es de tipo tiempo,
luz o espacio; entonces F(e) es de tipo tiempo, luz o espacio, respectivamente.
En particular, dotando a E de su topologia natural, se tiene que al ser ¢ lineal
es continua, por lo que cada una de las dos componentes conexas de W =
W, []W_ debe transformarse bien en ella misma o bien en la contraria (y debe
ser el mismo caso para ambas, por ser ¢ biyectiva). Asi que podemos de nuevo
dividir las isometrias en dos tipos:

Definicién. Diremos que una isometria g: E — E es ortocrona si conserva
la orientacién del tiempo: (W) = Wy (y por tanto g(W_) = W_). Por el
contrario, diremos que es no ortocrona si la invierte: F(W,;) = W_ (y por
tanto G(W_) = W,).

Puesto que en las referencias inerciales, el primer vector de la base de E esté
orientado al futuro, estamos interesados en las trasformaciones que conservan la
orientacién del tiempo. Se suele indicar con un “+” o un “—” para restringir un
cierto grupo a las ortocronas o no ortocronas, respectivamente. Matricialmente,
puesto que la primera columna de A contiene las coordenadas de @(ep) en la
base dada, la condicién de ser ortocrono dice que F(eg) - eg > 0 (recordar el
teorema 3.2.5), luego Agg > 0 (para las no ortocronas se sigue andlogamente
que Agp < 0 )

Por tanto, las isometrias que estudiaremos seran las propias y ortocronas, las
cuales forman el grupo de transformaciones mas importantes de la Relatividad:

Definicién. El conjunto de las isometrias propias y ortocronas del espacio
vectorial asociado a un espacio-tiempo con la composiciéon de aplicaciones
forman un grupo, que llamaremos grupo de Lorentz y denotaremos como
L := 807 (1,3). Los elementos de este grupo se llaman transformaciones de
Lorentz.

L = {isometrias propias y ortocronas @: E — E}
= {A € M4><4(R) AGA =G , detA =1 s Ago > 0}
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Noétese la cadena de inclusiones
L£=507(1,3) C SO(1,3) C O(1,3) C GL(E)
donde GL(E) = {automorfismos lineales de E} es el llamado grupo lineal.

3.5.1 (Matriz de una transformacién de Lorentz) Vamos a deducir cudl
es la matriz de las transformaciones de Lorentz més sencillas: los boosts.

Definicién. Un boost es una transformacién de Lorentz que deja fijo un plano
espacial, esto es, un subespacio de dimensién 2 de E donde g es definida negativa.

Supongamos, para obtener la transformaciéon méas sencilla posible, que el
plano que deja invariante un cierto boost es el que determinan los ejes y y 2.
Tal transformacién corresponde fisicamente a la situacién de un moévil que se
mueve respecto al observador con velocidad constante v a lo largo del eje x de la
referencia. Asi es claro que e2 = €}, y e3 = e5. En el siguiente esquema, llamado
diagrama espacio-tiempo o diagrama de Minkowski (sélo aparecen las
dos dimensiones involucradas) se ha plasmado la situacién a representar. Para
el dibujo se ha tomado ¢ = 1.

T rx Cono de luz .
’ P t/
7 ’/
’ -7
’ P
7 P
’ -7
’ -7
’ -
’ P
’ -7
’ -
’ Phe
’ P
€14 / -
e .-
/ !/ -
’ €y -~
, -
’ g
2 [
; < S
- 77
PAgi t
P ’
e ’
7
7/
7

Notese que al ser aqui la métrica

(1 0
g - O _1 9
el eje espacial 2/, que es ortogonal al eje t', se consigue haciendo la “simetria”

(en el dibujo) respecto la recta ¢ = .

Puesto que para el observador el moévil se mueve a lo largo del eje x con
velocidad v, su velocidad de acuerdo con 3.4.3 sera

-

Bleg) = ey = v(eg + ver) = vep + yvey.

El vector e} debe ser ortogonal a e, es decir, si €] = Aeg + pe1, entonces

)\W—uﬂ:OﬁAz%u
c
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Ademés debe cumplirse que €} - ¢) = —c~2. Para conseguir eso basta tomar
p =",y por tanto A = Lz. En efecto,
RPN R 2 02?1 2 (2 —?) 1
€éq " e = _—— = — —_——— = = ——
1" A 2 22\t 2 2 — 12 e 2

Por tanto la matriz de la isometria g es

v I 00
_|w v 00
A= o o0 1 0l (3.10)
0 0 01
y la condicién (3.9) dice que la matriz de la aplicacién inversa es
vy =% 00
1 _|-w v 00
A= 0 1 (3.11)
0 0 01

El parecido entre las dos matrices anteriores A y A~! es evidente, pues sélo
varian en un par de signos, donde aparecen la velocidad v. En la mayoria de
los libros es frecuente permitir —¢ < v < ¢ y unificar las dos matrices en una
sola. Puesto que las isometrias correspondientes son inversa la una de la otra,
fisicamente permitir v < 0 corresponde al boost en el sentido opuesto. Puesto

que se cumple —1 < 2 < 1, teniendo cuenta el difeomorfismo

tgh: R —=— (—1,1)
0 —— tghf =2

c’
podemos expresar el par de matrices anteriores como

coshf Lsenhé

< 0 0
csenhf coshd 0 O
1 0
0 1

A@O) = , (3.12)

0 0
0 0

donde se ha tenido en cuenta que cosh? @ — senh? @ = 1. Lo anterior dice que
cualquier boost en el espacio-tiempo a lo largo del eje x es simplemente una
rotacion hiperbdlica en el plano tz.

Definicién. A esta matriz A(f) se le llama forma hiperbélica de la transfor-
macion A.

La pregunta ahora es natural: jcudl es el significado de tal valor 6?7 Para
responderla vamos a restringirnos al plano tx, donde la métrica es

(10

En este plano, donde las coordenadas son (¢, ), el conjunto de todas las veloci-
dades posibles (vectores unitarios dirigidos al futuro) viene dado por una de las



3.5. TRANSFORMACIONES DE LORENTZ Y POINCARE o7

ramas de la hipérbola t2 — C%xz = 1, en particular la que se encuentra en W,.
Se cumple que la curva

o(a) = (cosh @, csenh ) ) a € R,

parametriza dicha rama de la hipérbola, pues

1

2 2

cosh® o — — Zsenh®a =1,
c

Ademés se sigue que el vector tangente a dicha curva tiene médulo (respecto
la métrica del espacio h = —c?g) constante ¢, ya que al ser T = (senh a)d; +
(ccosh @)y, se tiene que

VAT, T) = vV —c2senh®a + c2 cosh® a = c.

Esto dice que la longitud del arco de hipérbola entre los puntos (1,0) =
(cosh0,csenh0) y o(a) es ca. Por tanto, el 8 de la forma hiperbdlica de un
boost hace referencia a que cf es la longitud del arco de hipérbola entre ey y su
imagen ej. En otras palabras: el valor de ¢ es justamente el “dngulo hiperbé-
lico” que forma la velocidad del mévil con el eje temporal del observador.

X

ey = (cosh 8, csenh )

cl

€0 t

Definicién. Fijado un observador, una rotacion euclidea del espacio V del
observador es una aplicacion lineal R: E — E que deja fija la velocidad del
observador y que Ry es una rotacion euclidea sobre V.

Notese que las rotaciones euclideas sobre E son justamente las transforma-
ciones de Lorentz que dejan fija la velocidad del observador.

La importancia de los boosts en las transformaciones de Lorentz queda de
manifiesto con el siguiente resultado.

Proposiciéon 3.5.2 Fijado un observador, toda transformacion de Lorentz
@ € L factoriza como composicion de una rotacion euclidea R del espacio V
del observador y un boost L, g = Lo R.
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Demostracion. Sea eq la velocidad del observador y e = @(eg). Si e = eg no
hay nada que decir. En otro caso, consideremos un boost tal que L(eg) = ef,.
Siendo asi, el plano P C V ortogonal a eg y e, debe quedar fijo por L, pues si
vEP,0=-¢ep-v=L(e) L(v) = e} v. Entonces L™1 o F es una transformacién
de Lorentz (es composicién de dos) y deja fija la velocidad del observador,
(L7 o @)(en) = ep, luego es una rotacién euclidea para dicho observador. Si
R =L"'0@, entonces g = L o R, como se queria. O

Una vez ya que hemos descrito como son las isometrias, veamos como son las
auto-afinidades ¢: Ay — A4 cuya aplicacién lineal asociada es una isometria.

Los movimientos en los que estamos interesados son los que transforman una
referencia inercial en otra, los cuales forman un grupo que generaliza al espacio
afin el de Lorentz:

Definicién. El conjunto de todas las auto-afinidades ¢: Ay — A4 de aplica-
cién lineal asociada ¢: E — FE una transformacién de Lorentz, es decir, que
conserva la orientacién del espacio-tiempo, [F*dX]| = [dX]; y conserva la orien-
tacion del tiempo, G(W,) = W, forman un grupo respecto a la composicién
de aplicaciones, llamado grupo de Poincaré.

Es claro que dadas dos referencias inerciales (po;eg,e1,es,e3) v
(ph; ep, €], €5, €5), existe una unica transformacién de Poincaré que satisface
(3.8).

3.5.3 (Matriz de una transformacién de Poincaré) Vamos a dar la matriz
de un elemento ¢: Ay — A, del grupo de Poincaré en la referencia dada. Puesto
que se trata de un morfismo afin, basta conocer la matriz de la aplicacién lineal
asociada @, que denotaremos por A, y la imagen del origen de la referencia
©(po) = pi, cuyas coordenadas denotaremos por a = (ag, a1, az,as). Con estas

notaciones, la matriz de ¢ es
_(1]0

donde a,0 y A son matrices 4 x 1,1 x 4 y 4 x 4, respectivamente.

Para conocer la matriz de ¢! basta conocer A~! (matriz de g~!) y las
coordenadas de @~ !(pg). Si éstas las denotamos por b = (bg, b1, ba, b3), para
conocerlas basta tener en cuenta que ¢(p~1(po)) = po, y entonces

(0) =) (5)

dice que 0 = a + Ab, es decir, —a = Ab, luego b = —A~'a. Por tanto la matriz

1
_ 1 0
o= ( AT AT ) . (3.14)

de 7" es

Ademas, estas matrices proporcionan el cambio de coordenadas de una re-
ferencia a otra: sabemos que la matriz de una transformacion de Poincaré
v: Ay — Ay, que verifica (3.8), considerando la referencia (po; eg, €1, €2, €3) en
ambos lados, es la misma que la matriz de la identidad Id: Ay — A4 , conside-
rando la referencia (p(); f, €1, €5, €5) en el espacio de salida y (po; e, €1, €2, €3) en
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el de llegada. Pero en particular tal matriz es la matriz de cambio de referencia
de la (pf, {e:}) ala (po, {ei}). Andlogamente, la matriz de p~! es la matriz de
cambio de referencia de (po, {e;}) a (p, {e}})-

3.5.4 (Cambio de coordenadas) Para el caso en el que la aplicacién lineal
asociada es un boost en el eje x, vamos a ver cudl es el cambio de coordenadas que
nos va a permitir expresar las coordenadas de un cierto suceso en la referencia
(6, {€;}), segin lo que acabamos de decir. De acuerdo con (3.11) y (3.14), el
cambio de coordenadas de (po, {e;}) a (pp,{€;}) es

1 1 0 0 0 1
t/ —yao+Fay v =L 0 0 t
2| = wag—va1 —yw v 0 0 x|, (3.15)
Y —as 0 0 1 0 Y
z —as 0 0 0 1 z

donde (¢,x,y,z) son las coordenadas de un cierto suceso en la referencia
(po,{ei}), (t',2',y',2") son las coordenadas de ese suceso en la referencia
(6, {ei}), v (ag,a1,az2,a3) son las coordenadas de ¢(py) = pj en la referen-

cia (po, {ei})-

Para el caso particular en el que pg = p, (v asi a; = 0), se tiene el cambio
clasico

t'=9(t— %)
2’ =~(x — vt)
Yy =y
2=z

(3.16)

Ejemplo 3.5.5 Consideremos una referencia inercial (po;eg,e1,ea,e3) en la
Tierra y supongamos que un cohete es lanzado con velocidad constante v = 0.5¢
a lo largo del eje = del observador (tenemos un boost en el eje ) en el suceso py.
Pongamos (po; ey, €}, e, e3) la referencia inercial del cohete (con mismo origen
del tiempo y mismos ejes y y 2).

Tras 30 afnos terrestres de que el cohete despegase una estrella situada a 50
anos-luz de nuestro planeta en la direccién del eje x estalla produciendo una
supernova’. Las coordenadas de tal suceso ¢ (tomando unidades afio y afio-luz)
en la referencia terrestre seran

(t=30,2 =50,y =0,z =0).

Veamos cudles son las coordenadas en la referencia del cohete. Segiun el
cambio (3.16), y teniendo en cuenta que v = 1.155, se tiene

(' =5.8,2" =404,y =0,2" =0).

"Nos referimos a que tras 30 afios del despegue se produce la supernova, no que desde la
Tierra se observa la supernova, pues la velocidad de la luz es finita. En particular, en la Tierra
se podra ver tal fenémeno astronémico después de 50 anos de que estallase. Es la misma
razén que por la que cada vez que observamos al Sol lo vemos como era hace 8 minutos y 19
segundos.
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Para el viajero, en el instante inicial (el suceso pg), la estrella se encuentra
a 43.3 afos luz, se va acercando hacia él con velocidad 0.5¢ y cuando han
trascurrido 5.8 anos desde el comienzo de su viaje, la estrella, que se encuentra
a 40.4 afios luz, estalla.

Del ejemplo se observa también que la simultaneidad depende del observa-
dor: mientras que en la Tierra pasan 30 afios hasta que se produce la supernova,
el viajero sdlo han tenido que esperar 5.8 afos. Ademas, también se tiene la si-
guiente “paradoja” (que a vista del dibujo no lo es): cuando estalla la supernova,
para el viajero la estrella se encuentra a 40.4 anos luz, pero sin embargo desde
la Tierra afirmarian que se encuentra a 50 —0.5-30 = 35 afios luz, pues no estan
teniendo en cuenta ni que la simultaneidad es relativa ni la contraccién de la
longitud (véase con més detalle en 3.8.3).

Ejemplo 3.5.6 Consideremos ¢ = 1 por simplicidad. Fijado cierto observador
inercial, para probar que la transformacion

2 2
Azoll_ﬁ
2 2 2
o 1 1 2
2 2 2

es de Lorentz, ya hemos visto a lo largo de la secciéon que la condicién necesaria y
suficiente es que se cumpla A!‘GA = G, det A =1y Agg > 0, donde G es la ma-
triz de la métrica del tiempo en la base dada, es decir, G = diag (1,—1,—1,—1).
La tercera condicién es inmediata, y unos calculos permiten comprobar que las
dos restantes también se verifican.

Ejemplo 3.5.7 Un observador inercial sitiia su origen del tiempo en Badajoz,
en un cierto instante. Tras un segundo, una nina salta en la ciudad, y 0.005 s
después para el observador, otro nifio salta en Bruselas, a 2000 km. de Badajoz.
Se trata de probar que existe un observador inercial con mismo origen del tiempo
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para el cual ambos ninos saltan a la vez, y calcular su velocidad respecto al
primer observador.

Por simplicidad reduzcamos el problema a una dimensién espacial, de mo-
do que lo plantearemos en el plano tx. Si (po;ep,e1) es la referencia iner-
cial considerada, es claro que la nifia salta en el suceso p = (1,0) y el nifio
en ¢ = (1.005 , 2-10°) (usaremos unidades metro - segundo, de modo que
c = 3-10%). Para que un observador vea tales sucesos simultédneos, el vector que
los une v = ¢ — p = (0.005 , 2-10°) debe de ser de tipo espacio, pues asi habra
un observador que vea tal vector como espacial. En efecto,

1
v-v=0.005" — ————(2-10%% = -1.9-107° < 0.
(3-108)2 ( )
;,Cudl es ese observador? Claramente aquel cuya velocidad sea ortogonal a v,
pues para todo observador inercial el tiempo y el espacio son ortogonales. En
este plano, un vector ortogonal es (2-10°% , 4.5-104). En efecto,

1 0 2108
. 6 —
(0.005 , 2-10°%) (o _(3.1108)2> <4.5_1014) 0.

Dividiendo dicho vector por la primera componente para obtener uno propor-
cional en el que ésta sea 1, se obtiene el vector de tipo tiempo e = (1, 2.25-10%).
De aqui se sigue que la velocidad a la que debemos viajar respecto al primer
observador para que los dos saltos sean simultdneos es 2.25 - 10% m/s = 0.75c.

Tp x .
1
7
’ -
’ ’ -
’ t P
’ -7
’ ’,’
7 -
’ -7
’ ”’
-
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¥ )
bo| coy t
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7
/
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Notese que en lugar de este razonamiento geométrico se podrian haber uti-
lizado directamente las transformaciones (3.16).

3.6 Causalidad

Centraremos esta seccién en un importante resultado publicado por CHRIS-
TOPHER ZEEMAN (1925 — 2016) en 1964, el cual no probaremos. Para ello vamos
a definir en A4 dos relaciones:

Definicién. Sean p,q € A4. Diremos que p < ¢ cuando ¢ — p sea de tipo tiempo
y esté orientado al futuro; y escribiremos p < ¢ si ¢ — p es de tipo luz y esta
orientado al futuro.
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Ambas < y < reciben el nombre de relaciones de causalidad, porque
establecen una conexién causal entre ambos sucesos, es decir, la posibilidad
de que un cierto fenémeno ocurrido en p afecte a ¢, bien por algiin fenémeno
material si p < g , bien por algin efecto electromagnético, si p < q.

Es facil comprobar que la relacién < es una relaciéon de orden parcial y
estricto sobre A4. En efecto, la asimetria es clara, pues si p < ¢, entonces ¢ — p
esta dirigido al futuro, luego p—q esta dirigido al pasado, luego ¢ £ p. En cuanto
a la propiedad transitiva, dados p, q,r € Ay con p < ¢, ¢ < r, tenemos que g—p y
r—q son de tipo tiempo y estdn orientados al futuro, luego r—p = (r—q)+(¢—p)
también es de tipo tiempo y estd orientado al futuro, luego p < r (recordar el
punto 3.2.4). Sin embargo, la relacién < no es de orden, pues no es transitiva.

Definicién. Sea f: Ay — A4 una biyeccién. Diremos que f es un automor-
fismo causal si f y f~! conservan el orden parcial <, es decir, si

p<q<=fp)<fle) , Dpgehy

El conjunto de todos los automorfismos causales de A4 forman un grupo, que
llamaremos grupo de causalidad.

El siguiente lema asegura que obtenemos las mismas aplicaciones si conside-
ramos la relacién < :

Lema 3.6.1 Sea f: Ay — A4 una biyeccion. Entonces f, f~! preservan el
orden parcial < si y sélo si f, f~1 preserva la relacion <.

Demostracion. Puede encontrarse en [26]. O

Enunciemos ya el Teorema al que nos hemos referido. Para ello recordemos
que una translacion por un vector v € E sobre el espacio-tiempo es una aplica-
cion 7,1 Ay — Ay, 7,(p) = p+v; que una dilatacion de razén A € R es una auto-
afinidad cuya aplicacion lineal asociada es & = Ald, es decir, o(p+e) = o(p)+Ae;
y un movimiento ortocrono es un elemento de O*(1,3), o lo que es lo mismo,
un movimiento ¢: Ay — A4 que conserva la orientacion del tiempo.

Teorema 3.6.2 (Zeeman, 1964) Todo automorfismo causal f: Ay — Ay es
composicion de translaciones, dilataciones y movimientos ortocronos.

Demostracion. La prueba puede consultarse en [26]. O

3.7 DMateria

La evidencia experimental muestra que las leyes de la Mecanica Clasica no
son correctas si las aplicamos a protones viajando a velocidades cercanas a la
de la luz. Debemos por tanto estudiar las consecuencias que la Teorfa de la
Relatividad tiene en los cuerpos con masa.

Definicién. Llamaremos particula (puntual) a una trayectoria o rayo de luz
junto con un campo tangente a ella I no nulo en todo punto, de médulo constante
y orientado al futuro, que llamaremos impulso de la particula.
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Diremos que una particula es un fotén cuando sea un rayo de luz, es decir,
cuando -1 = 0. En el caso en el que sea una trayectoria, se define la masa
intrinseca o masa en reposo como la constante

m:=\I=vI-1>0.

Dada una particula de masa m, su impulso I debe ser proporcional a la
velocidad U, luego serd I = fU, con f > 0. Tomando moddulos se tiene que
m = |I| = f, lo que concluye que

I=mU (3.17)

En una referencia inercial, un argumento idéntico al anterior nos dice que
para cierta funcién positiva map

I =mapT = map (0 + 0) = MapOy + Mapt

Definicién. Se llama masa aparente de la particula a m,,. Nétese que este
factor depende del observador, pues T depende; y del punto de la trayectoria,
pues |T| no es constante.

Por otra parte, el segundo sumando es la cantidad de movimiento clasica
o momento lineal §= p10; + p20y + p30, := Mmap¥, por lo que

I = mapat + p10s erzay + p30,.

De las igualdades anteriores se obtiene que para la referencia inercial considerada
la masa aparente es

Map = O - 1, (318)
y las componentes del momento lineal son
pi = (0;, 1) = —c*(0; - I) (3.19)

(recordar las componentes de la métrica del tiempo y el espacio en una referencia
inercial).

Ademas, comparando la igualdad I = m,pT con la expresién I = mU =
myT se sigue inmediatamente que

2
v
1-=

lo que asegura que la masa aparente estd acotada inferiormente por la masa
intrinsica. Viajar engorda. La igualdad se da si y sélo si v = 0, es decir, la
particula se encuentra en reposo para el observador, con lo que el término “masa
en reposo” ahora cobra significado. Obsérvese, por ejemplo, que tiene sentido
no hablar de la masa en reposo de los fotones, pues sea cual sea el observador,
éstos nunca estan en reposo: siempre viajan con velocidad constante c. Para los
fotones, en cambio, hablaremos de su energia:

Definicién. Se llama energia de un fotén para un observador inercial de ve-
locidad 9; a
g = —<3t,I> = CQ(at . I),

y obviamente depende del observador considerado.
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3.7.1 (Conservacién del impulso) Vamos a ver que las leyes mds importan-
tes de la fisica newtoniana se pueden expresar en relatividad en términos del
impulso. Primero necesitamos el siguiente

Lema 3.7.2 Sea I un campo tangente sobre una trayectoria, y escribamos
m := /I - 1. Entonces se cumple que UV°T =0 siy sélo siUm =0 yUVoU = 0.

Demostracion. Como I es un campo tangente serd I = AU, y tomando médulos
se tiene I = mU. Entonces tenemos

UVl = UV (mU) = (Um)U + m(UYV°U).

=). Si UV°I = 0, multiplicando por la derecha por U en la anterior expresion
tenemos que Um = 0, porque (UVeU) - U = 0 (ver 3.1.1).
<). Es evidente. O

Ahora podemos aplicar tal lema a nuestras definiciones de impulso, masa
intrinseca,. . . . Sin embargo, notar que el lema es mas general, puesm = /I - [ es
una funcién, mientras la masa intrinseca es una constante. Es decir, la condicién
UVoI = 0 recoge que la masa intrinseca es constante aunque no la hubiéramos
definido como constante. Hecha tal aclaracion, tenemos el siguiente

Teorema 3.7.3 Dada una particula, la ley
UVel =0 (Ley de conservacién del impulso)

equivale o las dos siguientes:

d
d—n; =0 (Ley de conservacién de la masa)
UVoU =0 (Ley del movimiento inercial)

Andlogamente, las leyes cldsicas de conservacién de la masa (aparente) y de
la cantidad de movimiento en choques también se enuncian en términos del im-
pulso, afirmando que al colisionar ciertas particulas de impulsos I; produciendo
otras particulas de impulsos I}, se cumple

=1, (3.21)
j k

pues para cada observador inercial tal igualdad significa en la primera compo-
nente que

2 : o 2 : /
Map,j = map,k ’
j k
!/ ! ;
pues map ; = 0y - I; y my . = Oy~ I1; y las restantes tres componentes dicen que

— =/

DB =2 P
j k

Sin embargo, nétese que tal ley de conservacién no dice que la masa intrinseca

se conserve, puesto que puede ser que Zj VI L # >0 VL I
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3.7.4 (Equivalencia de masa y energia) Sin lugar a dudas la férmula por
excelencia que se le atribuye a A. Einstein es “E = mc?”, la que probablemente
sea la ecuacion mas famosa de la fisica. Vamos a escribir correctamente tal
expresion y explicar su significado exacto.

Fijado un observador inercial, puesto que m? = I - I es una constante,
tenemos que %(I -I) =0, y aplicando la regla de derivacién se obtiene

d - (d d
0=1-51=(map0s +map?) - (Map0: + 5P)-
Operando y teniendo en cuenta que la parte espacial es ortogonal a la temporal,
Map %map = Cizmap <"7a %ﬁ) 5

con lo que obtenemos (compérese con (1.2))

Lmapc® = (T, $p) (Equivalencia masa-energia)

En el segundo término, nétese que %ﬁ es la fuerza que actia, y v es la
velocidad, es decir, el desplazamiento por unidad de tiempo. Puesto que el
trabajo es el producto escalar de la fuerza por el desplazamiento, el término
(0, %ﬁ) es el trabajo® por unidad de tiempo. Por tanto, la férmula dice que las
variaciones de masa aparente por unidad de tiempo, salvo un factor ¢, coinciden
con el trabajo® por unidad de tiempo, o lo que es lo mismo, con las variaciones
de energia por unidad de tiempo. FEnergia y masa son la misma entidad, salvo
un factor c2.

Mis atin, desarrollando en serie de potencias en torno a cero” la férmula
(3.20), se obtiene

mv?  3mout  5mad

Map =M =MF 55 TR T e

de modo que

2 2_'_1 2_'_3mv4+5m1)6
MapC” = mc” + —mu —
® 2 8¢? 16¢*

e (3.22)

La equivalencia masa-energia, junto a esta expresion, motiva la siguiente

Definicién. Llamaremos energia aparente de una particula a E,, := m,pc?,
y diremos que su energia en reposo es Ey := mc?. Al término K := %va +

3 4
ger +

- se le conoce como la energia cinética (relativista) de la particula.
Eap :’-YEO :EO+K
Es claro que tanto la energia aparente como la cinética dependen del observador.

Vamos a justificar la terminologia usada en esta definicion: la de la energia
aparente viene motivada por la equivalencia de masa y energia. Por otra parte, el
hecho de llamar energia en reposo a mc? se justifica debido a que, segin (3.22),

8 Que realiza la particula o que se realiza sobre ella

9_ 1  _ 1 3,.2 5 .3
*171—1+§z+§z + 152+
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ésta seria la energia aparente que mediria un observador en el que la particula
se encuentra en reposo, y en particular cualquier otro observador mediria mas
energia, es decir, un observador que ve la particula en reposo es el que la ve con
menor energia.

Adviértase ademds que, cuando v < ¢, los términos siguientes al segundo
sumando de (3.22) se hacen despreciables, con lo que obtenemos que a veloci-
dades bajas el término K es aproximadamente %mvz, que es la energia cinética
clésica. De ahi el nombre de K.

mc

. . . .7 2
Una consecuencia inmediata de la expresion E,, = vEy = —— es que
V1=(2)

muestra que ninguna particula con masa podria acelerarse hasta la velocidad
de la luz, pues se necesitaria una cantidad infinita de energia.

Esta equivalencia entre masa y energia nos permite hablar indistintamente de
ambas. En fisica nuclear es usual expresar la masa de las particulas en unidades
de energfa, cominmente en megaelectronvoltios'® (en general el término ¢? no
se opera y la masa se expresa en términos de MeV/c?, para hacer énfasis en
eso; aunque si no hay confusion se denotara simplemente como MeV. En otras
palabras, se toma ¢ = 1). Esta terminologfa es 1til puesto que si una particula,
de masa una cierta cantidad de megaelectronvoltios se desintegra, la energia que

desprende es exactamente la misma cantidad de megaelectronvoltios.

Particula | Masa en reposo (MeV)
Electrén (e) 0.511
Muén (p7) 105.7
Pién (70/nF,77) 135.0 / 139.6
Protén (TH) 938.272
Neutrén (n) 939.565

Otro aspecto a tener en cuenta es que en fisica el momento lineal de una par-
ticula o su energia se suelen manejar mas que su velocidad. Al ser I = m,,0; + P,
se cumple que ¢*m? = c*I-1 = c4m§Lp —p?c?, con lo que se obtiene una conocida
expresion que relaciona la energia aparente, la energia en reposo y el momento
lineal:

EZ, = E§ + (pc)? (3.23)

Tal férmula suele ser recordada por su analogia con el teorema de Pitagoras
como un triangulo rectdngulo de hipotenusa E,;, y catetos Eg y pc.

Eap
pc

Ey

101 eV = 1.602-10712 J, y 1 MeV = 109 eV.
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Cuando la energia aparente de una particula es mucho mayor que su energia
en reposo (porque se mueve a altas velocidades para el observador), el término
E2 puede ser despreciado con lo que se obtiene la titil aproximacién

E.p =~ pc , E.p > Ey (3.24)

Ejemplo 3.7.5 Un electrén se mueve respecto a cierto observador inercial a
una velocidad de v = 0.8c. Puesto que la masa en reposo del electrén es de
Ey =0.511 MeV, y para tal velocidad v = 5/3, se tiene que

E.p = vEy = 0.852 MeV.

Su energia cinética a tal velocidad es de

K = E,, — Ey = 0.341 MeV.

Notar que ésta difiere de la que seria su energia cinética clasica %va = 0.1635
MeV, pues v # 1. El médulo (respecto la métrica del espacio) de la cantidad de
movimiento es

P = Mapv = ymo = 0.682 MeV /c.

Ejemplo 3.7.6 Consideremos dos particulas puntuales de masas en reposo
m1 = 2 MeV y mgo = 4 MeV. Para cierto observador, la primera particula se
mueve a lo largo del eje x con una energia cinética de K1 = 3 MeV, mientras
que la segunda particula permanece en reposo. Ambas particulas colisionan
formando una tnica nueva particula (cuyas magnitudes denotaremos con “’ 7).
Vamos a describir el sistema y calcularemos el futuro de la particula resultante.

La energia aparente de la primera particula serd E,,1 = Eyo1 + K1 =5
MeV; mientras que la de la segunda serd F,, 2 = 4 MeV, pues estd en reposo.
En términos de masa tenemos que map1 = 5 MeV y map o = 4 MeV. Para
calcular la cantidad de movimiento de la primera particula a partir de su energia

cinética se usa la formula (3.23): py = ¢™'\/E2 | — Ej | = 4.58 MeV /c. Por

tanto tenemos:
I, =50; + 4,580,
IQ = 48t

La ley de conservacién I; + Iy = I’, tal como fue explicado antes, significa
que la masa aparente y la cantidad de movimiento se conservan,

Map,1 + Map,2 = m;p ) P_i +p_é = ﬁ )
lo que dice que mgp =9MeVyp =4.58 9, es decir,
I' = 90; + 4.58 0.

La velocidad respecto al observador de la particula resultante serd v’ =
p'/m}, = 0.509¢, y por tanto para dicha particula el factor de Lorentz es 7' =
1.16, con lo que la masa en reposo de la nueva particula es m’ = m;,/v" = 7.75
MeV.

Observar que tal y como hemos dicho antes la masa en reposo no se conserva,

6 MeV = my +msy #m' = 7.75 MeV.
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3.8 Efectos relativistas

Vamos a poner de manifiesto algunas sorprendentes consecuencias que tiene
la teoria de la relatividad especial, asi como algunos fenémenos fisicos que es
capaz de explicar. Puesto que los observadores inerciales siguen trayectorias
rectilineas, supondremos en todos los ejemplos que los “viajeros” se mueven a
lo largo del eje x, de modo que reduciremos la cuestién a dos dimensiones (la
temporal y una espacial). Asimismo, supondremos fijada una referencia inercial

(p()z €0, €1, €2, 63)'
3.8.1 (Dilatacién del tiempo)

Calculemos el tiempo que transcurre para un moévil que se mueve inercial-
mente en la direccion positiva del eje x. Desde la referencia se observa que viaja
un tiempo t a una velocidad ve;, de modo que su trayectoria viene representada
por el vector w = teg + tve;.

t(ver) | / /

Z, /7

\
[ Po III Do + teg

/7

Puesto que el tiempo propio (el tiempo que mide el viajero) es la longitud
de su trayectoria, debe ser

tv)2 2
T:|w:\/mZ\/t2—(U2) :t\/l—v
C

c2

con lo que se obtiene la conocida expresion

T=— (Férmula de dilatacién del tiempo)

Nétese que tal férmula es la misma que la obtenida en la pag. 50. Aunque su
nombre clasico es formula de dilatacion, seria mas correcto hablar de férmula
de contraccion, pues afirma que el tiempo medido por el viajero es menor, pues
7 < t cuando v > 0 (es decir, v > 1).

Una forma geométrica de ver este efecto es mediante el teorema de Pitagoras.
Para esta métrica, salvo constantes (¢ = 1), dirfa que

(e+e)et+e)=e-et+e ¢

e+e /
le+e'|> =le* — (¢, €)

(&

si e y € son dos vectores ortogonales, de modo que |e+¢’| < |e|. Aplicando esto
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ae=teyye =t(ver) se tiene que el tiempo para el viajero debe ser menor
que para el observador (y difieren en (tvey, tves)).

En el dibujo se observa también que la simultaneidad es relativa. Suponga-
mos que a una distancia tv del observador (la Tierra) se encuentra un planeta,
de modo que el viajero lo alcanza en un tiempo t. Las lineas rayadas indican
cudl es el espacio para el viajero, por lo que cuando éste alcanza el planeta, si-
multaneamente con él en la Tierra atin estarian esperando a que la nave llegara.

3.8.2 (Paradoja de los gemelos)

La paradoja de los gemelos es probablemente una de las cuestiones mas co-
nocidas de la teoria de la relatividad. Fue propuesta originalmente por el mismo
A. Einstein y posteriormente utilizada por los detractores de la relatividad para
negarle credibilidad.

Supongamos que Rémulo y Remo son dos hermanos gemelos de 20 anos de
edad. Rémulo es elegido para viajar al planeta Gliese 581g, a 19.8 afios luz de la
Tierra, en una nave espacial que se mueve a una velocidad constante de 0.99c¢,
para comprobar si hay vida extraterrestre, e inmediatamente volver a la Tierra.
Mientras tanto, su hermano Remo aguardaré su llegada en nuestro planeta.

Remo espera a su hermano durante 40 afios, que es el tiempo que tardard
Roémulo en recorrer los 39.6 anos luz de ida y vuelta. Como conoce la teoria de la
relatividad, calcula que para Rémulo sélo transcurrirdn 4 anos, pues v = 10. Por
tanto, en el reencuentro, Rémulo tan sélo tendra 24 anos mientras que Remo
serd un anciano de 60 afios. Romulo es mds joven que Remo.

Por otra parte Romulo, que también ha estudiado relatividad, sabe que no
hay observadores privilegiados y el problema igualmente puede plantearse desde
el punto de vista del viajero. Para él, es la Tierra quien se mueve a 0.99¢, por lo
que si en la nave han transcurrido 4 anos, en la Tierra debido a la dilatacién del
tiempo habran transcurrido 0.4 afnos. Por tanto, al reencontrase con su hermano,
Roémulo tendra 24 afios mientras Remo atin no ha cumplido los 21. Remo es mds
joven que Rémulo.

Ambos argumentos son contradictorios, pero jquién tiene razoén?

En realidad, la paradoja surge en el momento en el que Rémulo olvida que la
simultaneidad depende del observador. Fijémonos por ahora tan sélo en el viaje
de ida, es decir, antes de que Rémulo de la vuelta. El siguiente dibujo recoge la
situacion:

Remo, desde la Tierra, ha medido la distancia de la Tierra al exoplaneta, y
sabe el tiempo y el momento (para él) en el que su hermano llegard al planeta.



70 CAPITULO 3. EL ESPACIO-TIEMPO DE MINKOWSKI

Eso no es discutible. Los sucesos p y r de llegada al planeta para Rémulo y Remo
respectivamente deben ser simultdneos para Remo. Por tanto, el cilculo de la
dilatacién del tiempo que hace Remo sobre el tiempo que tardara su hermano es
correcto. Sin embargo, cuando Romulo aplica la dilatacién del tiempo para saber
el tiempo que transcurrira en la Tierra, implicitamente esta asumiendo que los
sucesos de llegada al planeta de la nave y en la Tierra son simultdneos para
él, lo cual no es cierto. Los sucesos p y r no son simultdneos para Rémulo. El
suceso ¢ de la trayectoria de la Tierra es simultaneo para Rémulo con su llegada
al planeta, pero no es el suceso r de llegada de la nave para Remo. Cuando en
la Tierra ocurre g, para Remo la nave atin no ha llegado a su destino. El mismo
error comete Rémulo en el viaje de vuelta.

Pero ademés de eso, hay una razén ain mayor por la que el cédlculo de
Roémulo es incorrecto. Dibujemos ahora ya si el viaje completo:

\ ’ Trayectoria de Gliese 581g

v < Trayectoria de la Tierra

Tras llegar al planeta a velocidad 0.99¢ en el suceso p, para poder iniciar su
viaje de vuelta, Rémulo necesariamente tiene que frenar y volver a acelerar la
nave. Es decir, Romulo pasa a ser un observador no inercial y las ecuaciones de
la relatividad especial no son aplicables a él. Mas ain, analizando con un poco
de detalle los momentos proximos a p vemos que lo que ocurre es sorprendente:

= Un instante antes de llegar al planeta en p y dar la vuelta, los relojes
de la nave marcan 2 aflos de viaje. Simultdneamente (para Rémulo) con
la inminente llegada a la Tierra (es decir, un instante antes de ¢), para
Remo tan sélo han pasado 0.2 afios. Para Rémulo, los relojes de la Tierra
parecen ir més despacio.

= Un instante después de abandonar el planeta en p tras acelerar, para Ro-
mulo apenas han pasado unos segundos!!. Sin embargo, simultdneamente
con él observa que su hermano ha envejecido en un abrir y cerrar de ojos

i36.4 afios! Ese es el tiempo que en la trayectoria de la Tierra separa q y
/

q .

Es decir, mientras Romulo frena y acelera, desde la Tierra observan que
los relojes de la nave avanzan muy, muy despacio. O lo que es equivalente: en
los pocos segundos que dura la maniobra a bordo de la nave, observan que los
relojes de la Tierra avanzan muy, muy rapido. Este fenémeno tiene que ver con
la teoria de la Relatividad General del capitulo 4.

1 Estamos suponiendo que la frenada y la posterior aceleracién ocurren simultdneamente,
lo que no es del todo realista, pero lo suponemos asi para simplificar el problema
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3.8.3 (Contraccion de la longitud)

Consideremos una barra de longitud [ en reposo en una referencia inercial,
con un extremo en el punto pg y otro en py + le;. Vamos a ver cual seria su
longitud para un viajero que se mueva con velocidad veq, es decir, en la direccién
de la barra.

La trayectoria del viajero vendréa determinada, como en el caso anterior, por
el vector w = eg+wvey, mientras que para él la barra vendra determinada por un
vector u = Aeg+le; en el espacio del viajero, para cierto A € R a determinar. El
médulo (respecto h) de u es justamente la longitud de la barra para el viajero.

7 7
’ r W =eg+ve
’ ’
7 7
7 7
1 1
1 1
lel /I &
7
7/
7
7
) u = Aeg + ley
7 >
| Po ’
7 7 eo

El hecho de que el espacio y el tiempo sean ortogonales para el observador
implica que
O=w-u=\—vl/c? = X=vl/c*

de modo que u =1 (C%eg + el), y concluimos que la longitud I’ de la barra para

el viajero es
2
U=+ {u,u)y =11/1— 2—27
l

I'=— (Férmula de contraccién de la longitud)
Y

y obtenemos

Por tanto, un viajero observard una menor longitud de la barra (en particu-
lar, é] vera como la barra achatada viene hacia él), y en general, de las distancias.
De nuevo podemos apreciar este efecto geométricamente via el teorema de Pi-
tagoras (ahora su versién para la métrica del espacio). Para esta métrica, salvo
constantes (¢ = 1), dirfa que

e/

e et e le+e,e+e)=(ee)—¢ ¢

si e y € son ortogonales, de modo que (e + ¢’;e + ¢€’) < (e,e). A modo de
ejemplo: en abril de 2016 se presenté el proyecto Breakthrough Starshot,
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respaldado por STEPHEN HAWKINGS (1942), cuyo objetivo es mandar pequefios
chips como naves espaciales al sistema solar Alfa Centauri. En lugar de usar
el clasico combustible fésil, con el que se tardaria unos 30 000 afios en llegar,
se pretende impulsar estas micronaves con un gigantesco laser que moveria
unas velas solares instaladas en las naves, con las que se pretende alcanzar una
velocidad de 0.2¢. Si suponemos que las naves viajan a tal velocidad durante
todo el trayecto, para los terricolas recorrerian los 4.4 anos luz que nos separan
en 22 anos. Sin embargo, si las naves contaran con reloj y un sistema que
midiese distancias, determinarian que han recorrido una distancia de 1 billéon
de kilémetros menos (0.1 afos luz) en un tiempo 6 meses menor.

3.8.4 (Paradoja del garaje)

Cuando se mueve un objeto no puntual, su trayectoria no vendré dada por
una curva (como con las particulas puntuales), sino por un subconjunto F' C Ay,
y para un observador inercial la posiciéon del cuerpo en un instante ¢ de la
trayectoria del observador vendra dada por &NF, donde &; denota el hiperplano
de simultaneidad en el instante ¢. Por lo tanto, la forma que tenga un objeto
dependerd de la velocidad del observador. Este punto es clave para entender la
paradoja del garaje.

Supongamos que disponemos de un coche de longitud [¢ muy rapido, capaz
de alcanzar velocidades cercanas a la luz, y un garaje de longitud /g con una
puerta delantera y trasera que se abren y cierran al mismo tiempo, pero con
el problema que el garaje es ligeramente mas pequefio que el coche, por lo que
no cabe en el garaje. Sin embargo, puesto que sabemos relatividad, le pedimos
a un amigo que conduzca velozmente hacia el garaje mientras que nosotros
observamos desde la calle. Debido a la contracciéon de la longitud, veremos el
coche achatado, de forma que si cabra en el garaje y podremos cerrar las puertas
por un instante.

Pero nuestro amigo, que también sabe relatividad, se niega en rotundo, pues
para él es el garaje quien se contrae, y por tanto ain menos cabra ahora el
coche, con lo que al cerrarse las dos puertas él no sadra bien parado.

;Quién tiene razén?

La paradoja surge en el momento que nuestro amigo olvida que la simulta-
neidad depende del observador: que para nosotros las dos puertas se cierren al
mismo tiempo no significa que para él también sea asi, y esa es justamente la
clave de la paradoja.

El dibujo es suficiente para explicar la situacién. En cuanto vemos al coche
achatado entrar por el garaje, activamos el interruptor de las puertas y éstas se
cierran y abren en el mismo instante (para nosotros). El par de puntos muestran
los sucesos en los que las puertas se activan (simultdneamente para nosotros,
pero no para nuestro amigo).

Sin embargo, nuestro amigo observa algo diferente (los hiperplanos de si-
multaneidad para él se han representado con una linea a rayas). Adn cuando la
parte trasera del coche sigue fuera del garaje y la delantera no ha alcanzado la
puerta de salida, ésta se activa (se cierra y abre); y justo cuando la parte trasera
ha atravesado la puerta de entrada, ésta se cierra y se abre.
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la 1

Por tanto, nuestro amigo tenia razén al afirmar que el coche no cabra en el
garaje: él nunca lo vera dentro debido a la contracciéon de la longitud; pero se
equivocd con su predicciéon al olvidarse de la relatividad de la simultaneidad.

3.8.5 (Adicién de velocidades)

En la mecénica clasica, si un coche viaja a velocidad v y su conductor lanza
una piedra a velocidad v’, un observador que vea esto desde fuera ver4 la piedra
con velocidad v +v’. Sin embargo, esta ley no puede ser cierta en la relatividad
pues todo cuerpo debe moverse a velocidad menor que ¢ en cualquier referencia
inercial. Analicemos las consecuencias que la teoria de la relatividad tiene en la
adicién de velocidades.

Fijemos una referencia inercial (po;eg, e1). Para que un vector e = teg + xe;
sea una velocidad (es decir, sea orientado al futuro y unitario), debe ser ¢ >
0yt — c%mz = 1. Es decir, el conjunto de velocidades forman la rama del
semiespacio ¢ > 0 de la hipérbola t* — %z? = 1. Tal hipérbola puede ser

parametrizada mediante funciones hiperbdlicas,
o(a) = (cosh a, csenh ),

de modo que las coordenadas de cualquier velocidad e son ¢t = cosha, ¢ =
csenh a. En particular, ya se vio en la pdg. 57 que ca es la longitud (respecto h)
del arco que une ej con e. Por tanto, la velocidad aparente de e = (cosh ar)eg +
c(senh a)e; es

v = ctgha.

Consideremos tres observadores inerciales con velocidades eo, eg, e y sea v;/;
la velocidad aparente del observador i-ésimo respecto al observador j-ésimo.
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Si vy/9 = ctgha y vy/3 = ctgh B (recordar que tgh induce un difeomorfimo
con (—1,1), pdg. 56), entonces « es la longitud del arco que une ey con ef); y
B es la longitud del arco que une e, con ej, con lo que la velocidad con la que
el tercer observador ve al primero viene dada por la férmula de la suma de las
tangentes hiperbdlicas:

tgha + tgh 8
1+ (tgha)(tgh 3)

v3/1 = ctgh(a+B) =c

y por tanto

Vg0 + U
v3/1 = % (Férmula de adicién de velocidades)
C2

3.8.6 (Corrimiento al rojo y al azul)

La relatividad especial también es capaz de explicar dos conocidos fenémenos
astronémicos. Cuando una estrella se aleja o se acerca, se observa que su espectro
se desplaza hacia el rojo o hacia el azul, respectivamente. Esto es conocido como
corrimiento al rojo (redshift) y corrimiento al azul (blueshift). Expliquemos por
qué ocurre.

Supongamos en primer lugar que una estrella se aleja de nosotros a velocidad
aparente ve;. Si desde nuestro sistema de referencia medimos una energia ¢ de
los fotones que nos llegan, veamos cual es el impulso de los fotones.

€1

Po  €o
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Puesto que I es isétropo, deberd ser proporcional a ey — ceq, es decir, I =
A(eg — cep). Puesto que la energia observada es e, entonces

e=c*(eo-I) = c*eo - (Neg — Mvey)] = A2
luego A = ¢/c? y debe ser I = ¢ ?¢(eg — ceq).

Por otra parte, puesto que la estrella se aleja de nosotros a velocidad v, su
velocidad serd e, = y(eg+wvey) por 3.4.3. Asi, la energia &’ de los fotones medida
por un observador inercial situado en la estrella sera

e = c2(ey - I) = 2[(veg +yver) - (¢ %eeq —ecer)] = ye +yev/c
1+ 2

=ev (1 Y =c Lo =c
RN e Y

y entonces

'~
—
+

ol

(Corrimiento al rojo)

—
|
ol

La energia de los fotones recibidos es menor que con la que se emiten, £ < &',
cuando la fuente se aleja, y por tanto las rayas del espectro de la estella se
desplazan hacia zonas de menos energia, esto es, hacia el rojo.

Si la estrella se acerca en vez de alejarse, su velocidad serd ahora —wey, y
un razonamiento idéntico concluye que la energia con la que la estrella emite
fotones es

1—
1+

ol

(Corrimiento al azul)

ol

La energia de los fotones recibidos es mayor que con la que se emiten, ¢ > &',
cuando la fuente se acerca, y por tanto las rayas del espectro de la estella se
desplazan hacia zonas de mayor energia, esto es, hacia el azul.

Este fenémeno del corrimiento al rojo fue el que llevd a EDWIN HUBBLE
(1889 — 1953) en 1929, tras muchas observaciones, a afirmar que el universo
se expande. Hubble observé que, salvo un grupo cercano, todas las galaxias
presentaban un corrimiento al rojo, y cuanto méas lejanas se encontraban, mayor
era el corrimiento. Esto solo tenia sentido si el universo, incluyendo el espacio
intergalactico, se estaba expandiendo.

Otra razonable cuestion también es contestada con este fendémeno: jcémo se
veria el espacio en una nave espacial que viajara a una velocidad muy préxima
a la luz? Para una velocidad de 0.9999995¢ (respecto la Tierra) la respuesta
es curiosa: el corrimiento al azul en este caso haria que la luz de las estrellas
desapareciera del espectro visible (se percibiria dentro del rango de rayos X),
pero sin embargo la radiacién del CMB!? se harfa visible. Esto sumado a la
aberracién de la luz (ver 3.8.8) concluyen que lo que se veria seria un disco de
luz en la direccién de movimiento, més intenso en el centro. Los calculos pueden
verse en [1].

12Fondo Césmico de Microondas
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3.8.7 (Efecto Doppler)

Supongamos que recibimos de un observador inercial sefiales luminosas con
cierta frecuencia, digamos por ejemplo que recibimos v fotones por unidad de
tiempo. Puesto que se moverd con cierta velocidad relativa constante, y la ve-
locidad de la luz también es constante, es claro que enviard las sefiales también
de forma periddica, digamos v’ por segundo.

N N N
Y Y Y
N N N
N N
Y Y Y Y
N Y N Y
Y N Y N
N N N N
N N N
N N N N N
Y A N A N
N N N N N
N N N N N
Y Y Y
\\e N N N N
N N N
I S W oS N
N N N < N
Y N Y
N N N N N
N N N N
\ N N N N
< N N N N
\
~ ~ ~ ~ ~ N
Po ~ ~ ~ N ~oend
N N N N €0 N
N N N N N
Y Y Y Y Y Y

Supongamos en primer lugar que el viajero se aleja de nosotros con velocidad
aparente ve;. Consideremos el intervalo de la trayectoria del viajero, determi-
nado por el vector w, en el que éste emite las v sefiales que a nosotros nos llegan
por segundo. Tal vector w debera ser

w=-¢eg— Aeg —ce1) = (1 — Neg + Acey,

y ademads proporcional a eg 4+ ver, de modo que tiene que ser v = A¢/(1 — A).
Despejando, se obtiene A = v/(v + ¢), y por tanto sustituyendo arriba

(%
YE Tyt

Por tanto, el viajero emite los v fotones que nosotros recibimos en un tiempo
(propio) de

ol = (L 1w
“e0te) Telry) T

por lo que en cada segundo emitird v/|w| fotones, esto es,

/ 1+
1—

ol

(Efecto Doppler - fuente alejandose)

ol

con lo que se concluye que la frecuencia recibida es menor que la emitida, v < v/,
cuando la fuente se aleja. Si en vez de alejarse, el viajero se acerca con velocidad
aparente —vep, un razonamiento idéntico al anterior dirfa que

—
\
ole

(Efecto Doppler - fuente acercandose)

—_
+
ol
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y se extrae que la frecuencia recibida es mayor que la emitida, v > v/, cuando
la fuente se acerca.

Adviértase el parecido de estas férmulas con las que 3.8.6 da para la energia
de los fotones, el factor es exactamente el mismo. En realidad, tal relacién no
es casual, y la explicacién es mecdnica cudntica: ésta entiende los fotones como
ondas a las que asocia cierta funcién periédica, y afirma que la energia de los
fotones y la frecuencia de dicha funcién son proporcionales. De ahi que también
sea usual hablar sobre los fenémenos de corrimiento al rojo y al azul como el
efecto Doppler relativista.

3.8.8 (Aberracién de la luz)

Consideremos para este ejemplo un espacio-tiempo tridimensional, donde el
espacio tiene dimensién dos. Fijemos un observador inercial con velocidad ey,
junto con sus ejes espaciales x e y. Si un rayo de luz alcanza al observador,
entonces podriamos considerar el camino en V =< ey >1 que se observa que
recorre el rayo, esto es, la proyeccion del rayo de luz sobre V', que es una recta.
Denotemos por 6 al dngulo (respecto h, pues en V' es una métrica euclidea) que
forma dicha recta con ey, y por u a la velocidad aparente del rayo de luz.

Y

rayo de luz en V'

ez %= —(ccosf)e; — (csenb)ey

Y

Si 6 # 0, ccosf < cy csenf < ¢; y es claro que el observador puede
interpretar cada componente de u en el eje x e y como las velocidades aparentes
de ciertos observadores que se mueven hacia él, en el eje x 6 y respectivamente.

Supongamos entonces que otro observador (supongamos para simplificar que
es un viajero en una nave espacial) se mueve en el eje z de nuestro observador
con una velocidad aparente v, es decir, ¥ := ve;. Nos preguntamos entonces:
L.qué angulo vera el viajero que el rayo de luz forma con su eje espacial ' en el
cual se esta desplazando?

En primer lugar calculemos la velocidad aparente de la primera componente
del rayo de luz, denotémosla por i, = —(ccosf)eq, para el viajero. Como tanto
la primera componente del rayo de luz como el viajero se desplazan por el eje x
del observador, podemos utilizar la férmula de adicién de velocidades relativista
vista en 3.8.5: de acuerdo con la notacién de entonces, los tres observadores son:
el primero, nuestro observador; el segundo, el viajero; y el tercero, la primera
componente del rayo de luz. Entonces tenemos

_U3/2+ U2 _U3/1 — U1
VL = T mpna < V32T T mana
c? c?
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y por tanto
,  —(ccosf+v)

z vecosf
I+ ==

donde el signo menos en el médulo de una velocidad aparente debe interpretarse
como que el mévil se acerca al observador, esto es,

S, ccosf +v
Uz :_1 vcosg €1
R

Pero ahora, andlogamente a antes, esta velocidad aparente en el eje x’ del
viajero se corresponde con la primera componente de la velocidad aparente del
rayo de luz en el plano espacial del viajero, con lo que si € es el 4ngulo que forma
la recta proyeccion del rayo al espacio del viajero con el vector e, entonces debe
ser cos @ = —u!, /¢, es decir,

B COSQ+%
- 1+ Zcos®

/

cos (Férmula de aberracién de la luz)

Noétese que cuando v — ¢, cos®’ — 1y 6 — 0: si viajdramos en una nave
espacial a velocidades cercanas a la luz, y mirdsemos el viaje en la direccién del
movimiento, seriamos capaces de ver luz de estrellas situadas detras de la nave,
con lo que el campo de visién habria aumentado considerablemente.

3.8.9 (Efecto Compton)

Supongamos como en el ejemplo anterior un espacio-tiempo de dimensién 3,
y fijemos un observador inercial. Vamos a estudiar cémo la energia de un fotén
varia al chocar con una particula con masa.

Supongamos que un fotén de energia £ que se desplaza por el eje = del
observador colisiona con una particula en reposo con masa intrinseca m. El
choque produce que el foton se desvie y prosiga su trayectoria en el semiplano
superior formando un éngulo 6 (respecto h) con el eje x; mientras que la particula
masiva adquiere una velocidad v tras el impacto y se empieza a mover en el
semiplano inferior formando un dngulo ¢ (respecto h) con el eje .
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fotén 0

Denotemos por I3, I5 los impulsos de la particula y el fotén antes de la
colisién, respectivamente; y por I7, I} los impulsos después del choque. A partir
de la deduccién del impulso de un fotén conocida su energia vista en 3.8.6 y
teniendo en cuenta que la velocidad aparente de la particula tras el choque debe
ser ¥ = v cos ¢ e; — vsen ¢gey debe ser claro que

I; = meg, I = my(eg +vcos ¢ e; —vsen ¢ ez),
Iy = ¢ %e(eq + ceq), I, = ¢ 2/ (eg + ccos B ey + csenf ey),

donde ¢’ denota la energia del fotén tras el choque. La ley de conservacion del
impulso establece que I + Iy = I 4+ I}, lo que en coordenadas se traduce como

m+ ¢ %e =my+c 2,
cle =myvcos¢+ c e cos b,
0= —mryvsen ¢ + ¢ &’ sené.

Reescribiendo p = myv, de la segunda ecuaciéon tenemos sen¢ =

c le’senf/p y de la tercera cos¢ = (¢ e — ¢ e’ cos¢)/p, con lo que resul-

ta

—2.72 —2.2 —2./2 —2__y
¢ “e c e c e ¢ “ee’ cos
1 =sen? ¢+ cos? ¢ = 3 sen? 6 + — +— 0082(9—272,
p p p p
es decir,
pPc? =& + & — 2e¢’ cosb. (3.25)

Por otra parte, multiplicando por ¢? la primera ecuacién se obtiene
me® +e=mc*y+¢e =By +6 =/ (me2)?2 + (pe)2 + ¢/,
es decir, me? + ¢ — & = /(mc2)? + (pc)?, y por tanto

m2ct 4 (e — €)% 4+ 2mc? (e — &) = m2ct 4 pPc? O25) 126t 4 e 42 9ee cos 0,

y simplificando e¢’ cos § = e’ + mc?e’ — mc?e, es decir,

- 1 1
cosf = l—i—chE ,6 =1+mc? ( — ,) ;
g€ e €
con lo que llegamos a
1 1 1
S -o= @(1 — cos ) (Efecto Compton)
€

El efecto toma su nombre del fisico norteamericano ARTHUR COMPTON
(1892 — 1962), quien lo estudi6 por primera vez en 1923, y por ello fue galardo-
nado con el nobel de fisica cuatro anos mas tarde.
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Capitulo 4

Gravitacion relativista

En la Mecéanica Clasica, a lo largo de los capitulos 1 y 2, hemos estudiado la
estructura del espacio-tiempo de Galileo, como un espacio afin, en el que poste-
riormente hemos anadido medidas de longitudes y tiempo, particulas puntuales,
distribuciones continuas de materia, etc. Mas tarde, en el capitulo 3, hemos vuel-
to a estudiar tales conceptos en un espacio-tiempo de Minkowski, que volvia a
ser un espacio affn (pero que la métrica fuera no singular facilitaba mucho las
cosas, al menos conceptualmente). Es decir, hasta ahora siempre hemos estado
en un espacio afin.

Decir que estamos en un espacio afin es decir que existen sistemas de refe-
rencia inerciales (referencias afines). Cualquier libro de fisica fundamenta todas
sus ecuaciones en un sistema de referencia inercial, y su existencia es admitida
por cualquier texto sin ni siquiera recalcar en gran medida esa cuestion. ;Pode-
mos sefialar, al menos, un sistema de referencia inercial'? La habitacién en la
que nos encontramos parece un buen candidato para ser origen de la referencia.
Bueno, estamos sobre la Tierra que gira sobre si misma... mejor el centro de
la Tierra. Bueno, la Tierra gira alrededor del Sol, asi que mejor el centro del
Sol, o més precisamente, el centro de masas del Sistema Solar. Pero nuestro
sistema planetario gira alrededor del nicleo galactico, y la Galaxia respecto a
otras,.... . Bueno, pues tomemos el centro de masas del Universo,... que como
el Universo (a grandes distancias) es homogéneo, esté... en el Departamento de
Matemaéticas de la UEx, en Badajoz. Esto, claramente, no tiene ningtn sentido,
v lo tinico que se extrae es que

Hay que hacer fisica sin sistemas de referencia inerciales,

porque no podemos fundamentar la teoria en un elemento que no podemos
senialar en la realidad.

4.1 Conexion de Cartan

Supongamos que tenemos una gravitacién newtoniana

X = (A47EagvhaT27F;)'

1El problema se encuentra en sefialar el origen de la referencia, con los ejes no hay problema,
pues los giroscopios conservan el eje de giro.

81
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A. Einstein se planted que el movimiento en caida libre no se distingue del mo-
vimiento inercial. Es decir, que una persona en una pequena habitacién cerrada
que cae hacia el Sol por la accién de la gravedad no sabria decidir si a su exis-
tencia le queda un breve periodo de tiempo o si se encuentra en un espacio afin
(sin materia). La necesidad de que la habitacién sea pequena (infinitesimal) es
porque, si tuviéramos también un objeto en dicha habitacién, si la persona y
el objeto estuvieran muy separados, debido a que ambos seria atraidos por el
centro del Sol, con el tiempo la persona observaria que el objeto se le acerca.

Con lo anterior queremos decir que, si queremos eliminar los sistemas de refe-
rencia inerciales, debemos eliminar el espacio-afin, y sustituirlo por una variedad
diferenciable. Pero no una cualquiera, debe ser una que infinitesimalmente tenga
una estructura afin. Einstein llamé Principio de Equivalencia a la afirmacion
de que la estructura de las trayectorias en caida libre ha de coincidir infinitesi-
malmente con la de las trayectorias inerciales, es decir, que las trayectorias en
caida libre han de ser trayectorias geodésicas de una cierta conexién lineal V
sobre el espacio-tiempo X. Formalmente,

Definicién. Diremos que una trayectoria o = (¢, x(t),y(t), 2(t)) es de caida
libre si TV°T = F, lo que en coordenadas inerciales equivale a que

a'(t) = Fi(o(t) , y'(t)=TFa(ot) .  2"(t)=Fs(o(t))

Teorema 4.1.1 Sea X una gravitacion newtoniana. Existe una tunica conerion
lineal simétrica V, llamada conexion de Cartan, cuyas trayectorias geodésicas
son las trayectorias de caida libre. Tal conerion viene dada, en una referencia
inercial, por los simbolos de Christoffel

k= —Fy, k=1,2,3

4.1
Fi—“j =0, en el resto. (4.1)

Demostracion. Para la existencia, solo hay que comprobar que las trayectorias
de caida libre o = (¢, z1(t), x2(t), z3(t)) cumplen la condicién de geodésica (pag.
128): en efecto, para k = 0 tenemos

Z T (F?j oo) =0,
]

y para k=1,2,3,
Zx;a:;(l"fj o0)=(Fyoo0).
0,J

Veamos la unicidad. Si V y V son dos conexiones simétricas que tienen como
trayectorias geodésicas? a las trayectorias en caida libre, consideremos el tensor
diferencia B

v v
A(D1,Ds) = DY Dy — Dy Ds.

2Noétese que no podemos aplicar directamente la propiedad de que dos conexiones con la
misma torsion y las mismas geodésicas son iguales; porque aqui solo estamos considerando
curvas geodésicas que sean trayectorias, es decir, cuyos vectores tangentes tengan médulo 1.
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Si T es el campo tangente a una trayectoria en caida libre (w(T') = 1), entonces
A(T,T) =0, y por tanto para cada p € X y cada D, € T,X con w(D,) =1,
hay una trayectoria geodésica que pasa por el punto con vector tangente D, y
Ap(Dy, D) = 0. Pero si A se anula en tales vectores, también se anula en todos
sus multiplos, luego A en dos campos iguales se anula en todo el espacio salvo
a lo sumo en el hiperplano w = 0. Pero como los tensores son continuos, A en
dos campos iguales se anula en todo el espacio, es decir, A es hemisimétrico.
Como era simétrico por tener ambas conexiones la misma torsién (nula), A =0

yV=V. O

Luego, si la condicién del movimiento en caida libre TVoT = F la hemos
sustituido por la condicién de geodésica TVT = 0 para una cierta conexion,
;qué nos retiene para seguir considerando un espacio afin? La definicién de
gravitacion newtoniana, tal como la tenemos expresada actualmente, depende
de la estructura afin del espacio y su conexién estandar. Sin embargo, vamos a
ver como podemos cambiar todas esas condiciones por otras que se expresan en
términos de la conexién de Cartan, y por lo tanto perderemos toda dependencia
al espacio afin.

En primer lugar nétese que
oo, =—-F , 9878;,=0979;=0. (4.2)

Proposicién 4.1.2 La conexion de Cartan V de una gravitacion newtoniana
cumple, en coordenadas incerciales:

1. V9; =0, i=1,2,3.

2. VO, =-dt® F.

3. Vdt = 0.

4. Vdz; = F; dt ® dt, i=1,2,3.

Demostracion. 1) Si D = Z?:o f;0; en una referencia inercial, entonces
v
(VO)(D) =DV 0: = (Y_ f;0;) 0 =) f;(870:) =0,
J J

luego V9; = 0.
2)Si D =377 f;9,
v —
(Vo) (D) =DY0, = (> f;0;) 0 =Y f;(8) ) = fo(—F)
J J
= dt(D)(~F) = (—dt ® F)(D),
luego VO, = —dt ® F.
3) Calculemos las coordenadas de Vdt en la base {dz; ® dz,}. Para i,j =
0,1,2,3 son:

Vdt(9;,0;) = (97 dt)(9;) = 9:(dt(9;)) — dt(Y 9;) =0,
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porque dt(d;) = 1 6 0 (constantes) y 9y9; = 0 6 —F (no depende de t). Ast
que Vdt = 0.

4) Calculemos las coordenadas de Vdz; al igual que antes. Para i,j =
0,1,2,3, y k=1,2,3 son:

Vdai(9;,0;) = (8Y dw ) (9;) = 9;(dwy(9;)) — day () 0;).

Ahora, como antes el primer término siempre se anula; y el segundo también,
salvo cuando i = j = 0, que vale —F}. Asi que Vdxy = Fidt ® dt. O

Proposicién 4.1.3 La conexion de Cartan V de una gravitacion newtoniana
es compatible con la métrica del tiempo y la del espacio:

1. Vg =0.
2. Vh=0.

Demostracion. Por una parte,
Vg =V(dt®dt) = (Vdt) @ dt + dt ® (Vdt) “Z% 0,

y por otra

3 3 3
Vh=V <Z 8@ a) =S (Vo) o+ > 0@ (Vo) L0

i=1 i=1 i=1

O

Estudiemos también cémo son los tensores torsion y curvatura de la conexién
de Cartan. Como V es simétrica, automéaticamente tenemos Tory = 0. En
cuanto a la curvatura, notese que, como es alterado en los dos primeros indices,
se puede ver como una 2-forma valorada en los endomorfismos. Su expresion es
la siguiente:

Proposicién 4.1.4 El tensor de curvatura de una conexion de Cartan V de una
gravitacion newtoniana viene dado, en coordenadas inerciales, por la expresion

R =

g

(dt AdF}) ® 0; ® dt. (4.3)

3
=1

Demostracion. Calculemos cudles son sus coordenadas en una referencia iner-
cial. Para ¢,j,k=0,1,2,3

R(0;,0;,0k) = a?ajvak - afa?ak = (%),

por la regla de Schwarz. Ahora, teniendo en cuenta que

0, i k#0 0, i k#0
ovo, =" Ik7 R L
-F, j=k=0 -F, i=k=0

tenemos la siguiente casuistica:
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=

Sid,j,k#0,
(x)=0
Sii=j=k=0,

(x) = —0y F + Y F = 0.

Sij=k=0,i#0,

(%) = =0V F = =0 (X1 Fio)) = — X1, (5520, + FioY 9)) =
= Zl 19 aF’

Sii=k=0,j# 0, idéntico al anterior se tiene

(* ) Zz 1gFl8l

Con esto, en la base {dz; ® dz; ® 0; ® dzi} tendremos

(]

3 8F,l 3 3
< 5 '®dt®8l®dt>+z<2 dt®dacj®8l®dt>

Il
_

3
oF
Lated at— > ——dz; @ dt dt
. @dz; 9 ® Za 7, @dt®0 ®

=1 v

M i

T
/\(\
e
Q| Q
!

3

3
OF, 0F)
= ——dt ® da; ——dz; @ dt dt
Z (936] © Z ox; i ® e
=1 \j=1 i=1
3 3
<Z§Emmm%<m®m0@®a (4.4)
=1 \iz1 9%
3 3 a
:Z%Z: &A@J&@&
L~ Ox;
=1 =1
3 3
OF,
= Z <dt A (Z axid%)) O ®dt
=1 =1
3
=Y (dtAdFR)g ®dt O

N
I
-

Con todos estos elementos sobre el papel, veamos ya como reescribir las con-
diciones de una gravitacién newtoniana en términos de la conexién de Cartan.

En primer lugar recuérdese que, en una variedad Riemanniana, al tensor de
curvatura (asociado a la conexién de Levi-Civita) se le puede bajar el indice
contravariante, resultando el tensor de Riemann-Christoffel (pdg. 130). En una
gravitacion newtoniana no disponemos de una métrica Riemanniana, pero eso
no es impedimento para poder bajar indices: siempre podemos considerar el
morfismo

DX) —QX) , Dr—ipg=< gD, (4.5)
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pero en este caso no tiene inverso. Lo mismo pasa con la métrica contravariante
del espacio h*, tampoco es riemanniana pero siempre podemos subir indices via

QX) —DX)  , wrioht 2 hrw. (4.6)

De esta manera, podemos considerar el siguiente tensor (2,2) definido como la
subida de tercer indice covariante del tensor de curvatura asociado a V,

R3(wi, Di;wa, Da) := Ry 1 (h*wy, D1;wa, D), (4.7)

tensor que obviamente sélo depende de la conexién y la métrica del espacio h*.
Se verifica:

Teorema 4.1.5 Sea X una gravitacion newtoniana y R3 definido como antes.
Entonces ot F' = 0 si y sélo si R3 cumple la simetria R3(w1, D1;wa, Do) =
R%(WQ,DQ;W17D1).

Demostracion. En primer lugar ndtese que de acuerdo con (4.6) h* manda
dt a (32,0, ® 9;)(dt,-) = >°,dt(9;)0; = 0, y day a (3>, 0; @ 0;)(dwy, ) =

> 42, (0:)0; = Ok, con lo que recuperando la expresién (4.4) tendremos que

ZZaFla ®dt ® 9, @ dt,

=1 1i=1
por lo que cumplird la simetria pedida si y sélo si % = gi . coordenadas
inerciales, lo que equivale a que rot F' = 0. O

Este teorema muestra, ademés, que el tensor R presenta la misma simetria
que tiene el tensor de Riemann-Christoffel de una una conexién Riemanniana,
hecho que deberia sorprender.

Veamos ahora como cambiar la ecuacién de Gauss div F' = —4mp. Necesita-
mos un nuevo tensor:

Definicién. Se llama tensor de Ricci de una conexién lineal al tensor de tipo
(2,0)
Ry := C R}
2= Lplig .
Cuando X es una gravitacién newtoniana, dotada de su conexién de Cartan
V, en una referencia inercial tenemos que

3
. F
Ry = C R}, (4:4)011§j<§ gxl(dt@)dxl d:c,»@dt))al@dt

=1 \i=1

L(at(8))da; @ dt — das(9))dt @ dt)
T

OF;
- - (2; a@)dt@dt

%

Ahora, recordando que en coordenadas inerciales div F = ZZ 1 a i tenemos
la equivalencia

divF = —4np <= R, = 4mp dt @ dt.
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Definicién. Sea X una gravitacién newtoniana. El tensor covariante de ma-
teria es el tensor Ty € To(X) que resulta al bajar los dos indices contravariantes
del tensor de materia,

T5(D1, D3) := T*(gD1, gD2)

Teniendo en cuenta la asignacién (4.5), que manda 0; a ¢9; = (dt ®
dt)(0, ) = dt; y 0; a g0; = (dt ® dt)(9;,-) = 0, resulta que el tensor cova-
riante de materia sélo conserva el primer coeficiente del T2, es decir, que en

coordenadas inerciales es
Ty = p dt ® dt. (4.8)

Toda esta discusioén hace evidente el siguiente

Teorema 4.1.6 Sea X wuna gravitacion newtoniana. La ecuacion de Gauss
div F' = —47p es equivalente a la ecuacion Ro = 47T5.

Por tltimo, veamos que la ecuacién divy, T? = pF también podemos expre-
sarla en términos de la conexién de Cartan de X.

Teorema 4.1.7 Sea X una gravitacion newtoniana y V su conexion de Cartan.
La ecuacion divy, T? = pF es equivalente a la ecuacion divy T? = 0.

Demostracion. Para facilitar la notaciéon, pongamos, en coordenadas inerciales

3
T° = fii0i 0

4,5=0

(serd p = foo, etc). Asi, la divergencia de T respecto la conexién de Cartan es

divy 7% = CH(VT?) =} |V [ Y 00 0

]

=0y Zd.fij ®0; ®0; + fi;V(9; ® 0)

.3

=Cl [ D dfij ®0; @0 + f;;(V0; ® 0; + 0; ® V)
(2]

220 (Afoo @0 @01+ foo (@ F@ o -9 0 dt @ F)

3
+ Z (dij ®0Q0; — ijdt®ﬁ®aj)
=1
3
+ Z (dfio ® 0;0r — fin0; ®dt®ﬁ)
i=1
3
+ Y df;®0®0

ij=1
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of: of afz Afij
_ 8OO F + Z 0j a 0 Z J a

i=1 i,7=1
= divy, T? — pF,

debiéndose la tltima igualdad a que la expresién de divy, 7? es

divy, T? = Z 0f: 4y

ox;
1,7=0 g

en coordenadas inerciales (pag. 129). O

Con todo esto, hemos podido reenunciar las condiciones de una gravitacién
newtoniana en términos de la conexién de Cartan de X, y ademdas en térmi-
nos de tensores de X. Es decir, ni necesitamos las referencias inerciales ni la
conexién estandar V. Por tanto, no necesitamos el espacio afin. Podemos pues
enunciar una teoria de la gravitacién newtoniana en una variedad diferenciable
cualquiera:

Definicién. Una gravitacién de Newton-Cartan es una variedad diferen-
ciable X de dimensién 4 junto con una métrica simétrica g de tipo (+,0,0,0),
llamada métrica del tiempo; una métrica simétrica contravariante h* de tipo
(0,+,+,+), llamada métrica del espacio, con radicales mutuamente inci-
dentes; un tensor contravariante de orden 2 simétrico T2, llamado tensor de
materia; y una conexion lineal V llamada conexiéon de Cartan, que verifican:

i) Vg=Vh* =
i) R3 presenta la simetria R3(wy, D1;wa, Do) = R3(ws, Da;wy, Dy).

111) Ro = 4n'Ts5.

)
) R
)
)

i) dive T? = 0.

[(X.g.1".T%.7)|

4.2 Edad y destino del Universo. Big Bang

De acuerdo con las observaciones dadas por Hubble, el universo estd en
expansion. Vamos a comprobar que el universo tuvo un origen, estimaremos su
edad y estudiaremos también cudles son los posibles escenarios del futuro del
universo.

Consideremos una gravitaciéon de Newton-Cartan
X=(Ag,g=dt@dt,h* =8, ® ) + 0y ® Dy + D3 ® D3, F, V).

Las observaciones astronémicas indican que, a grandes distancias, el universo
es isétropo y homogéneo, de modo que podemos suponer que la materia es
una nube de polvo y la densidad de masa del universo p es constante en cada
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hiperplano espacial &, es decir, que es una funciéon que depende tnicamente del
tiempo. Asi, el tensor de materia vendra dado por

T* = p)T T,

donde T es la velocidad de dicha nube de polvo.

Vamos a estudiar tinicamente la posible contraccién o expansion del universo,
es decir, vamos a suponer que el universo sélo evoluciona por contracciones 6
dilataciones. Supongamos que un observador tiene como trayectoria una curva
integral de T, y observa la trayectoria o de un cierto punto del universo (una
cierta galaxia, por ejemplo). Entonces, si en el instante inicial dicho punto se
encuentra en la posiciéon o(0) = (0,a1,a2,a3) = (0,d), pasado un tiempo ¢
se encontrard en la posicion o(t) = (¢,r(t)ad) = (t,x1,x2,x3), para una cierta
funcién r(t) llamada radio del universo®.

As g Az

o(t)|= (t, ()
Pl G

En particular, 7(t) > 0y r(0) = 1, y la velocidad de la nube de polvo vendra
dada por

3 3 /
t
T = 815 + Zr'(t)ai@- = Bt + Z 7;((0)1'181
=1 =1

Llamemos, para aligerar la notacién, y(t) := 7;:(;)), de modo que

3

i=1
y por tanto el tensor de materia de la nube de polvo vendré dado por
3
T? = pT' @ T = pd; @ 0; + py(t)ai (0, @ 0; + 0; @ ) + Y py(t)*miz;0; @ 0.
i,j=1

En coordenadas inerciales se obtiene, del primer coeficiente de la ecuacion
divg T2 = 0 (ley de conservacién de la masa) que

P +3py =0,

3De la palabra radio no debe interpretarse que el universo sea una esfera; sino que si
la distancia entre dos puntos cualesquiera se hace el doble, los cubos multiplican por 8 su
volumen, etc.
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es decir,

p/ ,r/ 3 1
—=-3- = lhp=-"8lnr+C=lr"+C = p=C—
p r r

y si pg := p(0) serd .
p(t) = PO (4.9)

Tal expresion de la densidad de masa no deberia sorprender, pues de cum-
plirse la ley de conservacién de la masa, al duplicarse las distancias la densidad
debera ser la octava parte. El resto de coeficientes de divy T? = 0 (ley del
movimiento) dicen, para j = 1,2,3, que

(py)ewj + dpy*z; = pFy,
—3py’z; + py'w; + ApyPa; = pFy,
(v +y)z; = Fj,

7/,/I

71']‘ = Fj.

Notese que de aqui se deduce que cada observador ve que la intensidad de
fuerza gravitatoria, donde estd él, es nula; y va creciendo a medida que se aleja
de su posicién. No es una fuerza propia de la mecédnica clésica, pues tiende a
infinito cuando el punto tiende al infinito.

Por otra parte, de la ecuacion de Gauss div F' = —4mp, teniendo en cuenta
las expresiones anteriores, se obtiene que

"

3— = —4mp,
T
o 4 - 1
- 3 p - 3 PO 7"27
y llamando k := %’po obtenemos que el radio del universo debe satisfacer la
ecuacion diferencial L

"
r(t) = RTEh (4.10)
Automaticamente de esta ecuacién ya se obtiene una consecuencia: el uni-
verso no puede ser estatico, porque dicha ecuacién no tiene como solucién a
r(t) = 1. Y se ve también otra importante propiedad: la segunda derivada r”
siempre es negativa, luego la funcién r’ es decreciente. Ahora, r’ es la velocidad
con la que se expande o contrae el universo, y sabemos experimentalmente que
actualmente es positiva; de modo que en el pasado el universo siempre ha es-
tado en expansion, pero de momento no sabemos si en el futuro seguira siendo
positiva o si serd negativa a partir de cierto instante.

De todos modos, que r”’ sea negativa dice ademds que la funcién r siempre
es concava: la grafica de r estd por debajo de su recta tangente en cualquier
punto. En el momento presente, la pendiente de la recta tangente a la grafica
de r(t) es justamente Hy := y(0) = 7'(0) > 0, por lo que la ecuacién de tal recta
esr =1+ Hyt.
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Recta tangente a r(t) en 0

,HL Big Bang 0 t

Tal recta corta al eje de abscisas en el instante t = —H%), y como la gra-
fica de r(t) siempre estd por debajo de dicha recta, debe existir algin punto
—HLO < tg < 0 tal que lim;_,+, r(¢t) = 0. Esto significa que debid existir un mo-
mento en el pasado en el que el radio del universo era muy pequefio, practica-
mente nulo comparado con el radio actual, a partir del cual el universo comenzo
a expandirse con velocidad decreciente hasta alcanzar el tamafio que tiene aho-
ra. Se suele denominar Big Bang a dicho momento, y el tiempo trascurrido
desde entonces es la edad del universo.

Si nos fijamos en la figura, podemos ver un hecho aiin mas sorprendente: que
la grafica de r quede debajo de su recta tangente en 0 significa que obtenemos
una cota inferior para la edad del universo, que es justamente —Hio. En cosmo-
logia, la funcién y = %/ se suele denotar por H y a su valor actual H(0) = H,
se le llama constante de Hubble, y entonces la edad del universo no supera el
inverso de la constante de Hubble. Tal constante sélo depende del estado actual
del universo (es decir, de la expansién actual del universo, Hy = r/(0)/r(0)), y

se puede calcular con observaciones astrondémicas muy precisas. Actualmente su
. k 5
valor* se estima en torno® a los 69.32 A}"p/;,

estéd acotada por

de modo que la edad del universo

—to = 14 100 millones de afos.

= km/s
60.32 Ll

Vamos a analizar ahora la cuestién que atin teniamos pendiente, si el universo
se expanderd indefinidamente (con velocidad decreciente) o si, por el contrario,
su expansion se frenard y empezard a contraerse. Para ello deberemos estudiar
més detenidamente la ecuacién (4.10).

Denotemos s(t) := r/(t), de modo que obtenemos la ecuacién

4Por el momento hay bastante discrepancia con el valor de la constante de Hubble, si
bien ha variado enormemente con los afios todavia no existe un gran consenso sobre su valor.
Nosotros elegiremos el tomado por la sonda WMAP (Wilkinson Microwave Anisotropy Probe)
de la NASA, de 2012 [2].

5El pdrsec es una unidad de longitud astronémica, definida como la longitud de uno de
los catetos de un tridngulo rectangulo de modo que el otro cateto mida 1 unidad astronémica
(distancia de la Tierra al Sol) y dicho cateto forme un dngulo con la hipotenusa de 1 segundo
de arco. El megapdrsec (Mpc) es un miiltiplo suyo que equivale a 3.0857 - 1019km.
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2\ / , /
s r k
— | =ss=-k—==(-],
2 r2 r
asi que debe existir una cierta constante C' € R tal que

ko s2
PR

Pero como r(0) = 1y s(0) = #/(0) = Hy, al evaluar en t = 0 obtenemos que

C:k—HTz,ypor tanto
k s*—H?

5?2 — H2 + 2k
= k=2 "0 " "7
T 2 + 2 ’
B 2k
2+ (2k— HE)

(4.11)

Esta es la ecuacién de una curva plana cuya forma depende de que el valor
2k — HE sea positivo 6 negativo. Es positivo cuando

8 3
2k — HF >0 < ?”po—Hg = po>§H§,

y por tanto menor o igual que cero si py < %Hg. A este valor, que representa
(como veremos) un cambio cualitativo en el destino final del universo, se le
denomina densidad critica y se denota como

3

—H3.

8

En el caso que pg > peit, €l radio evoluciona de la siguiente manera:

Pcrit =

r

2k
2k—h3

0 Hy S

Nétese que la curva estd parametrizada de derecha a izquiera pues s = 1’ es
decreciente. Asi se ve que en tal caso el universo continuara su expansién hasta
alcanzar un radio méximo de ﬁ veces el actual, momento a partir del cual
comenzara a contraerse con velocidad creciente hasta que el radio sea casi nulo.
A tal momento en el que el universo vuelva a tener el mismo tamano que en
su origen se le denomina Big Crunch. En este escenario, hay tanta masa en el
universo que la accion de la gravedad frenard la expansion actual y producird la
contraccion del tamano del universo.

Si po < perit, €ntonces estamos en la siguiente situacién:
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0 HZ — 2k Ho 5

En este escenario, el universo no tiene tanta masa como para frenar la expan-
sién actual, de modo que continuard la expansién para siempre, con velocidad
decreciente pero nunca por debajo de \/Hg — 2k.

En cosmologia, al cociente € := 2% se le llama parametro de densidad,

crit
y por lo anterior su valor determina el destino del universo: si 2 > 1 se producira
el Big Crunch; y si es 2 < 1 continuard su expansion para siempre.

Las observaciones actuales sitian al parametro de densidad en torno a 2 =
1.02. Sin embargo, a los astréonomos les resulta muy dificil medir la densidad
del universo por el hecho de que la materia ordinaria (visible) representa una
minima fracciéon de la masa que se estima en el universo. El resto se compone
de la llamada materia oscura, cuya existencia se infiere del hecho de que para
que una galaxia permanezca unida se necesita mucha més masa de la que se
compone su materia visible; y de la energia oscura, cuya naturaleza ain es un
misterio para la ciencia.

4.3 Relatividad General

Vamos a hacernos la siguiente pregunta: ;qué ocurre si, sobre una gravita-
cién de Newton-Cartan asumimos, al igual que hicimos en el capitulo 3, que las
medidas de tiempo estdan dadas por una métrica de Lorentz? En dicho capitu-
lo hemos estudiado la Teoria de la Relatividad asumiendo que las propiedades
inerciales venian dadas por una estructura afin en el espacio-tiempo, con su co-
nexion usual. Pero, de acuerdo con el Principio de Equivalencia, el movimiento
uniforme lejos de grandes masas es infinitesimalmente indistinguible del movi-
miento en caida libre cerca de grandes masas, de modo que el espacio-tiempo
de Minkowski recoge la estructura infinitesimal del espacio-tiempo relativista y
la Teoria de la Relatividad General es el andlogo relativista a la Gravitacién
Newtoniana del capitulo 2, cuando la métrica del tiempo se sustituye por una
métrica de tipo (+,—, —, —).

Definicién. Una variedad lorentziana es una variedad diferenciable X de
dimensién 4 dotada de una métrica simétrica g que en cada punto es de tipo
(+7 BEREE] _)

Vamos a exponer el hecho de que toda variedad lorentziana da una gra-
vitacién relativista sobre la variedad; esto es, que si sobre una gravitacién de
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Newton-Cartan sustituimos la métrica del tiempo por una métrica lorentziana,
la métrica recupera (casi en su totalidad) los elementos newtonianos. La métrica
del tiempo lo contiene todoS.

Sea (X, g) una variedad lorentziana. Podemos sefialar una tnica conexion
simétrica y compatible con la métrica mediante el Teorema Fundamental de la
Geometria Riemanniana:

Teorema 4.3.1 Sea (X, g) una variedad lorentziana. Eziste una dnica conexion
lineal V simétrica y compatible con la métrica (es decir, Vg = 0), llamada
conexion de Levi-Clivita de g.

Demostracion. La prueba en el caso de variedades riemannianas (pdg. 130) tam-
bién es valida para variedades pseudo-riemannianas. O

Es decir,
La medida de los intervalos de tiempo determina las trayectorias en caida libre.

Ahora, como g es no singular, tenemos identificados campos con 1-formas
mediante

D(X) =—2— Q(X)

D ——ipg
y por tanto su métrica dual g* (es un tensor (0,2) sobre X) es
9" (wi,w2) = g(¢™ wr, ¢ wa).
En tal caso, la métrica contravariante del espacio es simplemente
h* = —g*

(véase la analogia con la métrica del espacio en relatividad especial, pag. 41).
En particular, VA* = 0.

Por otra parte, en variedades pseudo-riemannianas siempre tenemos definido
el tensor de Riemann-Christoffel Ry 2 (pag. 130), y una propiedad suya es que
presenta la simetria

Ry (D1, Da; D3, Dy) = Ra 2(Ds, Da; Dy, D3).

Noétese que como la métrica es no singular, el tensor de Riemann-Christoffel se
corresponde justamente con el tensor R3 que equivalia al cardcter conservativo
de la intensidad de la fuerza en la gravitacién de Newton-Cartan. Es decir, la
métrica del tiempo (en forma del tensor de curvatura de su conexién Levi-Civita)
recoge la segunda condicion de una gravitaciéon de Newton-Cartan.

En este momento, uno estaria tentado de afirmar que la materia viene dada
por 15 := ﬁRg, Ry = C{ R, con lo que automéaticamente obtendriamos la terce-
ra condicién; y por tanto sélo quedaria probar que divy Rs = 0 para obtener la

6Hecho que discrepa de la idea general de que lo verdaderamente importante en la Teorfa
de la Relatividad es que el tiempo es relativo. Es justamente lo contrario: s6lo hay una cosa
absoluta, que es la métrica del tiempo.
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condicién equivalente a la ultima. Pero, desafortunadamente para nosotros, el
tensor de Ricci no tiene divergencia nula en general. Asi que, en lugar del tensor
de Ricci, habrd que buscar otro tensor (asociado a la métrica) que tenga diver-

gencia nula y que en el limite newtoniano obtengamos la ecuacién Re = 477T5.
El problema anterior consiste entonces en asociar a cada métrica lorentziana’
g (en una variedad diferenciable de dimensién n + 1) un tensor 2-covariante

simétrico T, con divergencia nula,

T5 : {métricas lorentzianas} —— {tensores de tipo (2,0)}

T(g),

9

donde por T:(g) se entiende un tensor que en cada abierto coordenado
(U;ug, ..., u,) se escribe como

n
Ts(g) = Z fii(9ass GaBks GaBk,is ---) du; @ dug,
i,j=0
con gogk = %g;:, GaB k] = %, ..., es decir, que los coeficientes del T5(g)
son funciones que dependen de los coeficientes de g y sus derivadas. Mas atn,
vamos a exigirle que sea natural.

Definicién. Un tensor asociado a las métricas lorentzianas se dice natural o
intriseco si para cualquier difeomorfismo 7 : X — X y cualquier métrica de
lorentz g se verifica que

To(r*g) = 7" Ta(9g).

Tal exigencia estd motivada por el hecho de que el tensor de Ricci es natural.

Cuando Einstein se encuentra con este cuestién desarrollando la Teoria de
la Relatividad General, ya era un problema estudiado en matemaéticas:

= Que dependa sélo de los coeficientes de g, tan s6lo hay uno (salvo un factor
constante), que es la propia g. Pero afirmar que la materia viene dada por
g es afirmar que estamos en el espacio-tiempo de Minkowski, es decir, que
no hay distribuciones de materia.

= Que dependa sélo de los coeficientes de la g y de sus primeras derivadas,
vuelve a estar s6lo la propia g (salvo un factor constante).

= Que dependa sé6lo de los coeficientes de la g y de sus primeras y segundas
derivadas, hay una tnica familia® de combinaciones lineales de g y otro
cierto tensor; y para derivadas de mayor orden hay muchos mas.

Es decir, da la sensacion que se esta senalando un tnico tensor que cumple
las condiciones exigidas. Concretemos la discusién anterior:

"Para dimensién arbitraria, que ¢ sea lorentziana significa que tenga signatura
(+7_7"’7_)'

8Bien tenfa razén Leibniz cuando afirmaba que este es el mejor de los mundos posibles,
donde entendia “mejor” como mateméaticamente perfecto. Que el lector nos permita reformular
esta afirmacién como vivimos en el universo mds sencillo de los posibles.
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Definicién. Llamaremos tensor de Einstein de una métrica simétrica g al
tensor de tipo (2,0)

K
G2 = RQ - 59, (412)

donde k := C13R5 es la curvatura escalar de g.

Teorema 4.3.2 (H. Vermeil, 1917) Todo tensor To € To(X) natural y de
divergencia nula asociado a las métricas lorentzianas que cumple que

1. Es simétrico.

2. Es de orden 2, es decir, en cada abierto coordenado sus coeficien-
tes fij son funciones de los coeficientes de g hasta el segundo orden,

fii(9aBs Gap.ks Gas,k.l)-

3. Es lineal en las seqgundas derivadas, es decir, en cada abierto coordenado
sus coeficientes fi; son funciones lineales en las variables gag i,i-

es de la forma
Ty = \Gso + Ag (4.13)

para ciertos escalares A, A € R.

Demostracion. Puede consultarse en [25]. O

Anos mas tarde, D. LOVELOCK probé que, si asumimos que nuestra variedad
ambiente es de dimensién 4, la tercera hipdtesis es superflua:

Teorema 4.3.3 (D. Lovelock, 1971) Sea X una variedad de dimension 4.
Todo tensor Ty € T2(X) natural y de divergencia nula asociado a las métricas
lorentzianas que cumple que

1. Es simétrico.

2. Es de orden 2, es decir, en cada abierto coordenado sus coeficien-
tes fi; son funciones de los coeficientes de g hasta el sequndo orden,

fii(9aps Gapks Gas ki)
es de la forma
T2 = )\GQ + Ag
para ciertos escalares A\, A € R.

Demostracion. Puede consultarse en [13]. O

El ano siguiente, Lovelock probé que la hipdtesis de la simetria también era
superflua, lo cual es sorprendente pues en la Mecanica Clasica era una condicién
que habiamos exigido nosotros, y sin embargo ahora es una propiedad que se
extrae de un teorema.

Teorema 4.3.4 (D. Lovelock, 1972) Sea X una variedad de dimension 4.
Todo tensor Ty € To(X) natural y de divergencia nula asociado a las métricas
lorentzianas que cumple que
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1. Es de orden 2, es decir, en cada abierto coordenado sus coeficien-
tes fij son funciones de los coeficientes de g hasta el segundo orden,

fii(9aBs Gap.ks GaB,k.l)-

es de la forma
T2 = )\GQ + Ag

para ciertos escalares A\, A € R.

Demostracion. Puede consultarse en [14]. O

Afirmar que A # 0 implicaria que en el espacio-tiempo de Minkowski hay
distribuciones de materia, porque al tener el paralelismo estdndar Vg, Ry, =0
luego Ro =0y k=0, y la ecuacion seria

Ag =Ty,

asi que si asumimos que en el espacio-tiempo de Minkowski no hay materia
deberd ser A =0 y la ecuacién resultante seria®

NGy =T (4.14)

Sin embargo, desde la década de 1990 las observaciones astronémicas parecen
afirmar que la expansién del universo se estd produciendo a una velocidad mayor
de la que predice la ecuacién, por lo que actualmente se incorpora el valor A
(muy pequefio pero no nulo) para que se ajuste a las observaciones. El hecho de
que actualmente los fisicos afirmen que el vacio tiene energia reside precisamente
en la no nulidad de A. El valor A se suele denominar constante cosmoldégica.

Por tanto, la ecuacién que proporcionaria el tensor de materia en una gravi-
tacion relativista seria To = AG2+ Ag, pero, para ser mas precisos, esta ecuacion
deberia escribirse como

AGe =T + Ag (Ecuacién de Einstein)

pues unifica la fisica y las matemaéticas de la Teoria de la Relatividad: el primer
miembro representa la geometria del espacio-tiempo, mientras que el segundo
retine la materia. ;Esta es una ecuacién, o una definicién? En nuestros términos,
dirfamos que la geometria define la materia; mientras que los fisicos afirmarian
que la materia define la geometria al deformar el espacio-tiempo. Por tanto, la
ecuacién de Einstein puede resumirse en que

Geometria = Materia

4.3.5 (Unidades) Hasta el momento hemos trabajado con unidades de tiem-
po, distancia,. . . fijadas. Vamos a estudiar brevemente qué unidades tienen los
elementos que hemos usado a lo largo de la teoria.

9Cuando A. Einstein publicé su trabajo sobre Relatividad General en 1915, lo hizo con
la ecuacién AG2 = T». Sin embargo, al estudiar tal ecuacién se dio cuenta que sélo habia
solucién para un universo en expansién, en contra del pensamiento de la fisica de su tiempo
(y el suyo), de modo que un par de afios més tarde introdujo el factor A para contrarrestar
el efecto expansivo y tener asi un universo estdtico. Anos més tarde, cuando Hubble en 1929
descubrié el corrimiento al rojo y por tanto la expansién del universo, Einstein abandoné la
constante, afirmando que fue el mayor error de mi vida.
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Dado que las medidas de tiempo vienen dadas por la métrica del tiempo g,
al ser |e|] = y/e e, resulta que si la unidad de tiempo la multiplicamos por un
factor a, la métrica la estamos cambiando por a?. Aqui estd incluido el hecho
de que, aunque al principio hayamos fijado una métrica, en realidad se deberia
haber elegido un subespacio vectorial unidimensional que contenga a todas las
proporcionales, y asi fijar la métrica g equivale a elegir la unidad de tiempo.

Definicién. Diremos que una magnitud tiene unidades L¢T°M¢, a,b,c € Z,
cuando si multiplicamos las longitudes por un factor «, los tiempos por un
factor 3, y las masas por un factor 7, las medidas de dicha magnitud quedan
multiplicadas por un factor a®3°~°.

Veamos algunas unidades:

CONCEPTO UNIDAD
métrica del tiempo g T2
1-forma del tiempo w T

velocidad T 71!

impulso 1 MT1
3-forma de impulso II3 MT1
producto escalar (-, -) L?
métrica contravariante del espacio h* L2
orientacién espacial Qy L3
orientacién espacio-temporal Qx TL3
tensor contravariante de materia 72 | MT2L~3
tensor covariante de materia 15 MT?L-3

La pregunta que surge de modo natural es: json las unidades de longitud,
tiempo y masa independientes?

En mecanica clasica, ya vimos en 2.3.1 que en una gravitacion newtoniana
la masa no era independiente del tiempo y la longitud, sino que hay una unidad
de masa candnica: aquella que a la unidad de longitud produce una aceleraciéon
de 1, y resultaba ser M = L3T 2.

En relatividad, la unidad de tiempo y espacio se determinan mutuamente
(pues g = h salvo cierta constante), y por lo tanto también la masa, es decir,
T =L = M. Asi, resulta que el tensor covariante de materia no tiene unida-
des, o dicho con precisién, no depende de las unidades (pues si tiene unidades,
LOTOMO).

En lo relativo a la bisqueda de un tensor T5(g) asociado a las métricas
simétricas de divergencia nula, si se observa la cuestién de las unidades, se tiene
el siguiente resultado:

Teorema 4.3.6 (J. Navarro, J.B. Sancho, 2008) Todo tensor Ty € To(X)
natural y de divergencia nula asociado a las métricas lorentzianas que sea inde-
pendiente de la unidad de tiempo, es decir, To(A?g) = Ts(g) para todo A € R y
toda métrica lorentziana g, es de la forma

T5 = A\Ga

para cierto escalar \ € R.
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Demostracion. Puede encontrarse en [16]. O

4.3.7 (Constante de la Ecuacién de Einstein) Asumamos que la constante
cosmologica es nula y que la ecuacién de Einstein toma la forma

G2 = O[TQ

(a = A1 en los términos anteriores). Veamos cudl debe ser tal constante para
que en el limite newtoniano la gravitacién relativista coincida con la gravitacién
de Newton-Cartan, es decir, para que la ecuacién de Einstein coincida con Ry =
47TT2 .

En una variedad pseudo-riemanniana, la métrica g, vista como endomorfismo
(en cada punto), es la identidad, pues via el isomorfismo

End(T,X) =—— T{(1,,X)
T —————— Tl(e,w) :=w(e)
se tiene que, para w = g,(v, ),

Ty (e,w) = gp(e,v) = w(e) = w(Id(e)),

por lo que trg, = dim 7T, X = 4. Por tanto, teniendo en cuenta que la traza es
independiente de la subida o bajada de indices, tomando trazas en la ecuacion
de Einstein obtenemos

K — gél =atrTy = atrT?,
k=—atrT?,

de modo que podemos escribir la ecuacién de Einstein como

tr T2
Ry = a <T2 - r2 g) 7 (4.15)

expresién que si tiene sentido en una gravitacion de Newton-Cartan (la ecuacién
de Einstein en cambio no pues la curvatura escalar sélo procede en presencia de
una métrica no singular). Puesto que, en una gravitacién de Newton-Cartan, se
tiene que

tr7? =Cl3(geT?) =Cl2(dt@dt ® (pd; @ 0y +---)) = p,
la ecuacién (4.15) se reescribe, en una gravitaciéon de Newton-Cartan, como
Ro=a (pdt ® dt — gdt ® dt) - %dt ® dt,

y puesto que se verifica Ry = 4mwpdt ® dt, por la ecuacién de Gauss, obtenemos
que o = 8, es decir, la ecuacién de Einstein es

(Ecuacién de Einstein clasica)

es decir,

Curvatura escalar
Ricci — 5 g = 8m (Tensor de materia)
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Por tanto, concluimos finalmente que una variedad lorentziana (X, g) da una
gravitacion relativista sobre X:

= El paralelismo viene dado por la conexién Levi-Civita de g.
= La métrica del espacio es la métrica dual de g afectada de un signo “—7".
= La materia viene dada por el tensor de Einstein afectado de un factor 8%.

s El cardcter conservativo de la intensidad de fuerza gravitatoria que pro-
duce la distribuciéon de materia viene dado por la simetria del tensor de
Riemann-Christoffel.

= Ademés, la conexién Levi-Civita es compatible con la métrica del tiem-
po y del espacio (por 4.3.1) y el tensor contravariante de materia tiene
divergencia nula (por 4.3.6).

Nota 4.3.8 El extrano coeficiente 87 de la ecuacion de Einstein se debe al
factor 47 de la ecuacion de Gauss Ry = 4715, es decir, que se debe al modo de
fijar la unidad de masa a partir de las unidades de distancia y tiempo. En las
unidades usuales de kg, m, s aparece la constante de gravitacién universal G y
la velocidad de la luz ¢, y la ecuacién de Einstein toma la forma de

87G
GQ == CT

En todo el desarrollo anterior no aparecen porque inicialmente hemos fijado las
unidades de tiempo y distancia para que ¢ = 1, y posteriormente la de masa,
para que G = 1. Perfectamente podriamos haber fijado otras unidades para
que el coeficiente de la ecuacién de Einstein fuera 1, y el tensor de materia
coincidiera con el tensor de Einstein,

Gy =Ts.
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Apéndice A
Algebra Lineal

Este apéndice pretende ser un recordatorio de las nociones bésicas del Alge-
bra Tensorial, la Geometria Afin y la teoria de métricas simétricas.

A.1 Espacio Dual

Los covectores, 1-formas 6 formas lineales de un K-espacio vectorial F
(que supondremos siempre de dimensién finita) son las aplicaciones lineales
w: E — K,y diremos que E* := Homg (E, K) es el espacio dual de E. Tal
espacio tiene dimensién (dim E) - 1 = dim E.

Teorema A.l1.1 Dada una base {ey,...,e,} de E, eriste una dnica base
{wi,...,wn} tal que wi(e;) = 0i5, a la que llamaremos base dual de la base
dada.

Demostracion. Las formas lineales w;(A1e; + -+ + Apepn) := A; cumplen que
wi(ej) = d;5, y generan E*, ya que w = w(e1)wi+- - -+w(ey, )wn, porque coinciden
sobre eq,...,e,. Como E* tiene dimensién n se concluye. O

Teorema A.1.2 (de Reflexividad) La aplicacién candnica ¢ : E — E**,
o(e)(w) :=w(e) es isomorfismo.

Demostracion. Sélo hay que comprobar que es inyectiva. Si ¢(e) = 0, entonces
w(e) = 0 para toda w € E*, y e = 0, pues si no lo fuera la forma

w:E=<e>0V — K ) w(Ae+v) = A,

donde V es un suplementario de < e > en E (cuya existencia garantiza el Lema
de Zorn) vale 1 sobre e. O

Dado un subespacio V' C FE, el incidente 6 anulador de V es
Vei={we E":w(V) =0}
Lema A.1.3 V = (V°)°.

Demostracion. La inclusion directa es clara; ysie € (V°)°, yn: E — E/V es
la proyeccién al cociente, w(w(e)) = 0 para cada w € (E/V)*, pues wom € V°.
Asiquem(e)=0yeeV. O
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Teorema A.1.4 Se tiene el siguiente anti-isomorfismo de reticulos:

{ subespacios vectoriales } { subespacios vectoriales }
de E de E*
\%4 Ve

Demostracion. Por el lema es una biyeccién, y su inversa es el paso al incidente
de E*. Ademés, si V> C Vi, entonces Vi = (V°)° 2 (V5)° = Ta. O

Corolario A.1.5 Se verifica:
1. dimV° =dimE —dim V.
2. (V4+W) =vVenwe.
3. (VW) =Ve+We.

Dada una aplicacién lineal f : FF — F, la aplicacion lineal transpuesta
6 pullback es
f*Ef — F* , ff(w)=wo f.

Proposicién A.1.6 Si A es la matriz de f : F' — E en ciertas bases entonces
At es la matriz de f* : E* — F* en las bases duales.

Demostracion. Si A= (a;j)eslamatrizde f enbasesvy,... v, de F'yer,..., e,
de E,y & ..., &m y wi,...,wy son las bases duales, se tiene que (f*w;)(v;) =
w;(f(vi)) = aji. O

A.2 Tensores

Las aplicaciones multilineales son los morfismos T : E; X --- E, — F que
sean lineales en cada variable.

Los tensores p veces covariantes y ¢ veces contravariantes, o de tipo (p, q)
son las aplicaciones multilineales

T9:Ex-" x ExE*x-" x B — K.

Denotaremos como TZ(E) al espacio vectorial de dichos tensores. En concreto,
T1(E) = E*, TY(E) = E** = E, y por convenio T)(E) = K.

El producto tensorial de T € TI(E) y T; € T}(E) es el tensor
TieT: e TIt5(E) siguiente:

p+r
(T;)Z ®T7f)(617"'7€p+7‘7w17"'7wq+s) =
Ti(er, . s ep, Wiy Wq) TR (€pt1y- s €ptrs Wagls - - - Waps)-

Proposicién A.2.1 Se cumple:
1. (ATE+pTH) @ T = NTI @ TF) + (T @ T
T4 @ (NTE + pTs) = NT2 @ T2) + u(Tg @ Ty).
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2. (TERTH QT =TI ® (T @ TY).

Teorema A.2.2 Sea n = dim E. El espacio vectorial T} (E) tiene dimension
nPT4. En particular, siei,...e, es base de E, y wy,...,w, es su base dual, una
base de TI(E) la forman

{wi, ® - Qui, ®ej ® - B e€j, h<ipji<n-
Demostracion. Fijados i1,...,%p, 751, -, Jq
(wil ®'”®wip ®6j1 ®"'®ejq)(ei17"~76ip7wj17"-7qu) =1

y en el resto 0, luego son linealmente independientes. Para ver que generan el es-

. . ]17---7]11 _ q . . . .
pacio solo hay que tener en cuenta que si )‘117---7% =1 (€iysevn iy Wiyyen ey Wiy,)
para cierto tensor T;} entonces

Tg = Z )\J_i,u.’jqwil @ Qw, Vej, @ Qe

11,--452p
1,00p
J1se5]q
porque la diferencia de ambos se anula en todas las sucesiones de indices. [

Dado un tensor T} € ‘.Tg(E) con p > 1, la contraccién interior dee € E'y
T es el tensor i, T, de tipo (p — 1, q) definido por

(ieT)(e2, - ep,wi,- . wq) = Tl(e,ea,. .. ep,w1,. .., W)

Dado un tensor T)7 € TZ(E) con p,q > 1, la contraccién de indice cova-

riante ¢ e indice contravariante j es el tensor CijTg de tipo (p —1,¢ — 1)
dado por

(Cle;;I)<’U17 cee 7vp71a§17 e ,fq,]_) =

n

i %
ZT;}](’Uh...,€k7...,’Up,hf],...70.}]@,.-.6(171),
k=1

donde eq,...e, esbasede F, y wy, . ..,w, es su base dual. En concreto se cumple
que
j i 1J
CZ(OJ1®"'®wp®€1®"'®€q) :wi(ej)(w1®"'®wp®61®“j-®6q).

Un tensor puramente covariante €2, € T,(E) se dice hemisimétrico o al-
ternado o una p-forma si se anula en las sucesiones con dos indices repetidos,
Q(...,e,...,e,...) =0. El conjunto de tensores alternados de orden p forman
un subespacio vectorial A,(E) de T,(E).

Dada una permutacién o de orden p, pondremos (0T,)(e1,...,ep) =
Tp(€o(1),- -1 €a(p)), Yy ademds se cumple

1. 7(cT}) = (10)T.
2. 0(W1® - Quwp) = We-1(1) ® O Wo—1(p)-
3. 0, = (sgn 0)Q,.
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El operador de hemisimetrizaciéon es la aplicacién lineal

hp : Tp(E) — Tp(E) ) hyp(Tp) = Z (sgn 0)(oT).
o€S,

Proposicién A.2.3 Se cumple:
1. hy es lineal y su imagen es Ap(E).
2. hy(Q) = P,
3 hp(w1 @ @wp) =D g (80 0)Wo(1) @+ @ Wo(p)-
Demostracion. Véase [17]. O

El producto exterior de dos tensores alternados 0, € A, (E) y Q, € A (E)
es
Qp A Qg = hypi (T, ®Ty),

donde T}, y Tj son representantes de €, y ), respectivamente, es decir, 2, =
hyp(Tp) ¥y Qg = he(Ty).

Proposicién A.2.4 Se verifica:

1 NQy = 7 hptq(Slp @ Q).

plq!
2. (A + 182p) A Qg = A A Q) + (€ A Q)
Qp A (AQq + 1) = X Qp A Qq) + (2 A Q)

3. Q ANQy = (=1)PIQ, A Q.
4. wAw=0.
S Wi A Awp =D cg (80 0)Wo(1) @ -+ @ Wo(p) = hp(w1 @ -+ @ wp).

Teorema A.2.5 Sin =dim E, el espacio vectorial Ap(E) es de dimension (Z)
(Ap(E)=0sip>n), ysiwi,...,w, es base de E, una base de A,(E) es

{(}Jil VANRERIAN Wip}i1<...<ip.

Demostracion. Tales p-formas generan E porque dada €, € A, (E)

Qp: Z Qp(eil,...,eip)wil/\---/\wip,

i< <dp

como se comprueba aplicando h, a ) Qp(eiyy-orei,)wiy @ @ wg,.

i1 < <ip
Ademaés, como (wi, A--- Awj )(ej,...,ej,) = 0 salvo cuando ji,...,7j, es una
reordenacion de i1 < --- < %p, son linealmente independientes, y por lo tanto
base. O

Teorema A.2.6 La contraccion interior es para el producto exterior una anti-
derivacion:

1. ie(Q A Q) = (1e0) A Qq + (—1)PQ, A (ie9y).



A.3. TEORIA DE METRICAS SIMETRICAS 107

2. de(wi Aos Awp) =30 (=1)ws(e) wi A A Wp

Demostracion. Véase en [19]. O
wi(er) - wilep)
Proposicién A.2.7 (w1 A---Awp)(er,...,ep) =| :
wpler) -+ wplep)
Demostracion. Y (sgn o)o(wi®- - @wp) = > (881 0)(We(1) @ - - BWe(p)). O

Las formas de volumen de un espacio vectorial E de dimensién n son los
elementos no nulos de A, (E), y dada Q,, € A, (E), el volumen (con signo) del
paralelepipedo determinado por ey, ..., e, es Q,(e1,...,€,).

Sobre A, (F) tenemos la siguiente relacién de equivalencia:
QO ~Q, < Q, =\, para cierta A > 0,

y cada una de las dos clases de equivalencia son las orientaciones de F. Fijada
una orientacién [€2,], una base e1,...,e, es positiva si Q,(e1,...,e,) >0,y
negativa si Q,(e1,...,e,) <0.

Teorema A.2.8 En un espacio vectorial euclideo orientado (i.e., un espacio
vectorial dotado de un producto escalar y una orientacidn), existe una dnica
forma de volumen que asigna volumen 1 sobre las bases ortonormales positivas.

Demostracion. Si eq,...,e, es base de £ y wi,...,w, es su base dual, 2, =
w1 A+ - - Aw,, asigna volumen con signo 1 sobre tal base, y puesto que las matrices
de cambio de base entre bases ortonormales tienen determinante +1, asignaré
volumen con signo +1 sobre cualquier base ortonormal. O

A.3 Teoria de Métricas Simétricas

Las métricas simétricas sobre un R-espacio vectorial E son los tensores
2-covariantes simétricos

S:ExE—R , S(e,e')y=e-¢.

Las métricas simétricas definidas positivas (es decir, S(e,e) > 0 para todo 0 #
e € E) son los productos escalares 6 métricas euclideas.
Siei,...,e, es base de F, la matriz de la métrica es A = (e; - ¢;), y si
e=(A,...,\n) ye =(u1,...,un) entonces
aix - Qin 21
Sle,e')y = A1,y )
an1 e (07999 Mn

El radical de un espacio (E, S) es

radE:={e€ E:e-E =0},
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y se dice que S es no singular cuando rad £ = 0. El rango de una métrica S
es
rango S := dim F — dimrad E.

La polaridad de una métrica simétrica S es la aplicacion
¢: E— E* , ole) = 1.5,
y es facil comprobar que
1. ker¢ =rad E.
2. S es no singular <= ¢ es isomorfismo.

Un vector e € E es isétropo si e-e = 0, y el espacio E es isotropo si la
métrica es idénticamente nula, rad £ = E.

Dos vectores e, e’ se dicen ortogonales si e - ¢’ = 0, y dos subespacios
V, W son ortogonales si V- W = 0. Ademas, se dice que V y W estdn en suma
ortogonal si estan en suma directa y son ortogonales, y se denota como V' L W.

El ortogonal de un subespacio V es
Vii={e€cE:e-V =0}
Nétese que E+ =rad E.
Proposiciéon A.3.1 Para S no singular se verifica:
1. dimV 4+ dimV+ = dim E.
2. SiradV =0, entonces E=V L V+.
3. (VHt=v.
4. SiE=V LW entonces V =W+,

Si F es un espacio dotado de una métrica simétrica S, se define una métrica
no singular S sobre E/rad F,

le] - [e]:=e-¢€

llamada proyeccién de la métrica S.

Teorema A.3.2 (Ley de Inercia de Sylvester) Dada una métrica simétrica
S sobre un espacio E, existe una base {e1, ..., ey} en la que la matriz diagonaliza
de la forma

nn
Il
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Al par (p,q) se le llama signatura de la métrica, y no depende de la base
elegida.

Si una métrica tiene signatura (p,q), se dice también que es de tipo
(+,.5 0+, =0, —,0...,0).

Si (F, S) es un espacio dotado de una métrica simétrica no singular, el indice
de S es la dimensién comin de los subespacios isotropos maximales, y se prueba
que en el caso de métricas sobre R ésta es justamente ¢ = min(p, q) (véase [22]).

Dada una métrica no singular g sobre un espacio E, podemos definir una
métrica sobre E* via la polaridad ¢ : E —+ E* (en este caso isomorfismo),
llamada métrica dual:

g:E*xE* —— R
(wi,w2) —— g% (w1, w2) = g wi,  twa).

Es sencillo comprobar que en efecto g* es una métrica sobre E*, es decir,
una apliacién bilineal y simétrica, y que ademads vuelve a ser no singular.

Proposicion A.3.3 La métrica dual cumple las siguientes propiedades:
1. La polaridad de g* es ¢t (via E = E**).
2. (g")" =y

3. 8i G es la matriz de g en una cierta base de E, la matriz de g* es G,
en la base dual de la anterior.

Demostracion. 1) Sea ¢ : E* — E** = F la polaridad de g*. Bastard ver que
1 o¢ =1d. Dado e € E, veamos que ¢(¢(e)) = e € E** = E. Para ' = ¢(e’)
para cierta ¢/, tenemos por una parte e(p(e)) = ¢(e)(e’) = g(e,e’) y por la otra

P(d(e)(D(e') = g"(de), d(e")) = g(o™ (d(e)), 6~ (¢(e"))) = g(e, e).
2) Dados e, ¢’ € E** = E, tenemos
g (e, e) = g" (7 (e), () = g (d(e), d(e") = gle, €).

3) Basta tener en cuenta que la matriz de la polaridad de una métrica simé-
trica, en una cierta base de E y su base dual de F*, es la matriz de la métrica
(porque ¢(ej)(e;) =e; - €;), y por tanto si G* es la matriz de g*,

G =) =(p) =G
donde (¢) y (¢) representan las matrices de ¢ y ¢ en las bases dadas. O

A.4 Geometria Afin

Un espacio afin sobre un cuerpo K es una terna (A, F, +) formada por un
conjunto A, un K-espacio vectorial F y una aplicacion

AxXE-S5A ) (pe)—pte

que cumple las siguientes propiedades:



110 APENDICE A. ALGEBRA LINEAL

i) (pte)te =p+(ete), VpeA, e cE.
i) pre=p < e=0, VpcA, eckE.
iii) Dados p,p’ € A, existe un tinico e € E tal que p’ =p+e.

A los elementos de A se les llamard puntos del espacio afin, y F es el espacio
vectorial asociado. La dimensién de un espacio afin es la dimensién de su
espacio vectorial asociado.

El primer ejemplo de espacio afin es un espacio vectorial F, donde el espacio
vectorial asociado es el propio espacio y la suma es la adiciéon de vectores de E.

Una referencia afin sobre un espacio afin A,, de dimensién n es una sucesién

(po;e1,---,en), donde pg es un punto de A, llamado origen de la referencia
y {e1,...,en} es base de E. Por #ii) de la definicién, todo punto es p = pg+e =
po+x1e1+ - xpen, y la sucesion (zq,...,x,) son las coordenadas afines de

p en la referencia dada.

Dados (A, E) y (A, E’) dos espacios afines sobre un cuerpo K, una aplica-
ci6n ¢ : A — A’ es un morfismo afin si existe una (necesariamente tnica)
aplicacion lineal ¢ : E — E’, llamada aplicacién lineal asociada, tal que

olp+e)=¢p)+@le) , VpeA, eckE.

Un morfismo afin ¢ : A — A’ es una afinidad si tiene inversa (se llama
auto-afinidad cuando ambos espacios son el mismo). Esta condicién equivale
a que su aplicacién lineal asociada sea isomorfismo de espacios vectoriales.

Sean (A, E) y (A, E') dos espacios afines, con referencias afines

(po;ela"'7en) 3 (p6,€/1,7€;)
respectivamente. Dado un punto p € A,, de coordenadas (z1,...,x,), las coor-
denadas (yi,...,y,) de ©(p) en la referencia afin de A’ vienen dadas por
1 1 ‘ 0 . 0 1
Y1 T

©(po) matriz de J
Yn Tn

donde “p(pg)” representan las coordenadas de ¢(pg) en la referencia
(pp; €hs---seh).



Apéndice B
Geometria Diferencial

El objetivo de este apéndice es recordar de modo breve los elementos basicos
de la Teoria de Variedades Diferenciables.

B.1 Estructura diferenciable

Dada una aplicacién continua ¢ : X — Y entre espacios topoldgicos, tene-
mos el morfismo de R-algebras

e C(Y) —C(X) . @' fi=fop
entre los espacios de las funciones continuas de Y y X. Es facil ver que se verifica
("0 ¢") = (pop)".
Dar un haz de funciones sobre un espacio topoldgico X consiste en asignar
a cada abierto U de X una subdlgebra Ox(U) C C(U) que cumpla

i) La restriccion de funciones del haz son del haz: dados abiertos V' C U, si
f € Ox(U) entonces fy € Ox (V).

it) Toda funcion que localmente es del haz pertenece al haz: si {U;} es un
recubrimiento por abiertos de U, dada f : U — R, si fiy, € Ox(U;) para
todo i, entonces f € Ox (U).

Ambas condiciones se suelen expresar como una funcion es del haz si y sélo si
localmente es del haz.
Llamaremos espacio anillado al par (X, Ox).

Un morfismo de espacios anillados es una aplicacién ¢ : (X,0x) —
(Y, Oy ) entre espacios anillados que cumple

i) ¢ : X — Y es continua.

it) Componer con funciones del haz Oy da funciones del haz Ox: dado un
abierto V C Y, si f € Oy (V), entonces fop € Ox (o 1(V))

Son propiedades inmediatas comprobar que la composicién de morfismos de
espacios anillados es otro morfismo de espacios anillados, y que una aplicacién
es morfismo de espacios anillados si y sélo si lo es localmente.

111
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Un isomorfismo de espacios anillados es un morfismo de espacios ani-
llados ¢ : (X,0x) — (Y,0y) tal que existe otro morfismo de espacios
anillados ¢ : (Y,0y) — (X,0x) tal que pot = Idy, ¥ o o = Idyx
(que denotaremos p~!). Equivalentemente, un morfismo de espacios anillados
v (X,0x) — (Y,0y) es isomorfismo si y s6lo si es homeomofismo y su
inversa es morfismo de espacios anillados.

Teorema B.1.1 Sea ¢ : (X,0x) — (Y, Oy) un morfismo de espacios anilla-
dos. Se cumple que ¢ es isomorfismo de espacios anillados si y solo si

1. p: X —'Y es homeomorfismo.

2. Para cada abierto V C Y,

" Oy (V) ——= Ox (¢~ 1(V))

f——""—""F°¢

es isomorfismo de R-dlgebras.

Demostracion. Si o es isomorfismo, es homeomorfismo, y si U = ¢~ 1(V), los
morfismos de R-dlgebras

Oy(V) 25 0x(U) ., Ox(U) 25 0y (V)
son inversos uno del otro porque
e o () = (¢ op) =1do,(v)

(e o (@) =(pop™)* =Ido, ().
Reciprocamente, si se cumplen ambas condiciones, p~! es morfismo de es-
pacios anillados, porque el isomorfismo ¢* transforma la subdlgebra Oy (V) en

Ox(U) O

Una variedad diferenciable de dimension n es un espacio anillado
(X,0x) que cumple:

i) El espacio topolégico X es Hausdorff y segundo contable.

it) Todo punto de X tiene un entorno abierto que es isomorfo como espacio
anillado a un abierto de (R™,C*).

Llamaremos funciones diferenciables sobre la variedad X a las funciones
del haz Ox, y en general lo denotaremos como C*(X).

Una aplicacién ¢ : X — Y entre variedades diferenciables se dice diferen-
ciable si es morfismo de espacios anillados; y se dice difeomorfismo cuando
sea isomorfismo de espacios anillados.

Un abierto coordenado (diferenciable) en una variedad diferenciable
X es un abierto U C X no vacio junto a n funciones diferenciables
Uiy ..., Uy € C®°(X), llamadas funciones coordenada, tales que para algin
abierto U C R"

e=(U1,0lUn) ==
Bh A LML N

UcX UcCR"

sea difeomorfismo. En la literatura es comtn denominar a tal aplicacién ¢ carta.
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B.2 Espacio tangente

Sea X una variedad diferenciable y x € X. El cociente de

I c=w

U entorno
abierto de x

por la relaciéon de equivalencia
f =g < f =g en algin entorno de x

es el anillo de gérmenes de funciones diferenciables en z, que denotaremos
como O,.

Una derivacién en un punto p € X es una aplicacién D, : O, — R que
verifica:

i) Dy =0, AeR.
i) Dp(f +9) = Dpf + Dypg.
it) Dp(fg) = (Dpf)g + [ Dpy-

El conjunto de derivaciones en un punto p es el espacio tangente en el
punto, que denotaremos 7}, X, y a sus elementos les llamaremos vectores tan-
gentes.

En un abierto coordenado (Ujuy,...,u,), si f € C>(U), existe una unica

funcién F' € C*(U) (diferenciable en el sentido usual) tal que f = F(uq, ..., uy),
y la derivada parcial respecto u; se define como

Of (4 OF
8ui v = 8x2

(Wnr- . t):

Esto define una derivacién (d,,),f = gf (p).

Teorema B.2.1 Sea (U;ui,...,u,) un entorno abierto coordenado y p €
U. Las deriwaciones {(Ou,)p,--.,(Ou,)p} forman una base de T,X, luego
dim T, X = dim X.

Demostracion. Son linealmente independientes porque si ), Ai(0y,)p = 0 en-
tonces
0= Ni(u)p(uy) =Y Nidij = Ay,
i i
y generan porque toda derivacién D, es

Dy, = (Dpu1)(Ou, )p + -+ (Dptin ) (Ou,, )p

porque si Dyu; = 0 para todo ¢, entonces D, = 0, lo que se comprueba teniendo
en cuenta que O, un anillo local de maximal (u; — a1,...,u, — a,), donde
p:(ala"'aan)' O
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La aplicacién lineal tangente de una aplicacién diferenciable ¢ : X — Y
en un punto p € X es la aplicacién lineal

0 T X — T, Y , 0Dy = Dpo ™.

Es facil ver que (¢x 0 i) = (¢ 0 ¢)s.

Si ¢ : X — Y es una aplicacién diferenciable, p € (U;uy,...,u,), ¢ =
o(p) € (Viv1,...,0,), la matriz de ¢, es la matriz Jacobiana,

P = (gfj (p)> ;

donde p; = p*v;.

El Teorema de la Funcién Inversa se reformula en Geometria Diferencial del
siguiente modo:

Teorema B.2.2 Una aplicacion diferenciable ¢ : X — Y es difeomorfismo
local en p € X siy solo si p. : TpX — Ty,,)Y es isomorfismo.

El espacio cotangente es el dual del espacio tangente, Ty X := (T,X)*.
Sus elementos son las 1-formas en p. La diferencial de una funcién f € O, es
la 1-forma

dpf:T,X —R ) dpf(D,) = Dyf.
Teorema B.2.3 Sea (U;uq,...,u,) un entorno abierto coordenado y p € U.
Las 1-formas {dyui ...,dyun} forman una base de Ty X
Demostracion. Notese que es la base dual de {(0y, )p, - - (Ou, )p}- O

En concreto, las coordenadas de d, f en la anterior base son

of
- ——(p)dpun.

Ouy, (P)dyu
Teorema B.2.4 Sean f1,..., f, € C®(X), yp € X. Entonces {dpf1...,dpfn}
es base de Ty X si y solo si f1,..., fn forman un sistema de coordenadas locales
en el punto p.

Demostracion. Pongamos ¢ = (f1,...,fn) v ¢ = ¢(p). Si x1,...,2, son
las coordenadas cartesianas de R”, tenemos que ¢*(dqxz;) = dpf;, asi que
" T;R" — T7 X es isomorfismo porque transforma una base en otra ba-
se, y por el Teorema de la Funcién Inversa es difeomorfismo local. O]

Una aplicacién diferenciable ¢ : X — Y es inmersién local en p € X si
0u 1 Ty X — Ty )Y es inyectiva. Diremos que es una inmersion si es inyectiva
e inmersion local en todo punto, y que es una subvariedad diferenciable
regular si ademds ¢(X), con la topologia de subespacio de Y, es homeomorfo
a X via @.
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B.3 Campos tensoriales

Un campo de vectores tangentes en X es una familia de vectores D =
{D; € T,X : x € X}, y se dice diferenciable (lo que siempre supondremos) si
para cada abierto U de X y cada f € C™(U) la funcién (Df)(x) := D,f es
diferenciable. Denotaremos como D(X) al C*° (X )-médulo de campos tangentes.

Teorema B.3.1 El conjunto de campos tangentes se identifica de forma cand-
nica con el C*°(X)-mddulo de derivaciones D : C*(X) — C=(X).

Demostracion. A cada derivacién D se le asigna el campo tangente que en cada

punto es la derivaciéon D, f, := (Df)(p), donde f, € O, y f € C>(X) es un

representante global de f,, y no depende de dicho representante.
Reciprocamente, a cada campo D se le asigna la derivacién D siguiente:

(Df)(p) = Dy f. O

Si (U;uq,...,u,) es un abierto coordenado, tenemos la derivaciéon 0, :=
{(Ou;)s : x €U}

Teorema B.3.2 Sea (Ujuy,...,u,) un abierto coordenado en X. El C*(U)-
mddulo D(U) es libre de rango n, y una base suya es {Oy,, ..., 0u, }-

Una 1-forma (6 campo de 1-formas) sobre X es una familia w = {w, €
IyX:zeX }, v se dice diferenciable (lo que siempre supondremos) si para cada
abierto U de X y cada D € D(U) la funcién w(D)(x) = w,(Dy) es diferenciable.
Denotaremos como (X) al conjunto de 1-formas en X.

Teorema B.3.3 El médulo Q(X) de las 1-formas en X es isomorfo al mddulo
dual de los campos tangentes Homee (x)(D(X),C>(X)).

Demostracion. A cada 1-forma w se le asigna el morfismo w(D)(p) := wy(D,).

Reciprocamente, a cada morfismo w : D(X) — C>*(X) se le asigna la 1-
forma que en cada punto es wy,(D,) := w(D)(p), donde D es un campo tangente
cuyo valor en p es D,,. O

La diferencial de una funcién f € C*°(X) es la 1-forma df :=
{def €Ty X 2 € X}.

Teorema B.3.4 Sea (U;uq,...,u,) un abierto coordenado en X. El C*(U)-
mdédulo Q(U) es libre de rango n, y una base suya es {duy,...,du,}.

Un tensor 6 campo tensorial de tipo (p,q) sobre X es una familia T =
{T, € TUT,X) : x € X}, y se dice diferenciable (lo que siempre supondremos)
si para cada abierto U de X y cada Ds,...,D, € D(U), wi,...,wy € QU)
la funcién T'(D1, ..., Dp,wi,...,we)(x) == Tu(D1g, .., Dp gy Wiz, - Wqa) €S
diferenciable. Denotaremos como T (X) al C*°(X)-mddulo de tensores sobre X.

Teorema B.3.5 El médulo Ti(X) de tensores en X es isomorfo a
HomC“‘(X)fmultilin(D(X)p X Q(X)q7COO(X))

Teorema B.3.6 Sea (U;uy,...,u,) un abierto coordenado en X. El C*(U)-
médulo TA(U) es libre de rango nPT4, y una base suya es

{dui, © -~ @ dug, @ uy,s- -+ Ouy, Y jy=1,.m
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Una curva (parametrizada) en X es una aplicacién diferenciable o : I — X
donde I es un intervalo abierto de R. Si t es la coordenada cartesiana de I, el
campo de vectores tangentes a la curva es T := 0,(9;). Si en un abierto
coordenado (U;ui,...,uy,), o(t) = (g1,...,9n), entonces T' = >, g;i(t)0y,. En
general denotaremos como Ty, € T, ;)X al vector tangente a la curva en el
punto o(tg) .

Se dice que una curva ¢ : I — X es una curva integral de un campo
D € D(X) si sobre los puntos de la curva cumple que T = D. El teorema de
existencia y unicidad de Ecuaciones Diferenciales asegura que dado un campo
tangente y un punto, existe una curva integral del campo que pasa por el punto
ent =0, y que dos de tales curvas coinciden en la interseccién de sus intervalos
de definicién. Las trayectorias 6 curvas integrales maximas de un campo D
son las curvas integrales definidas en el mayor intervalo posible (es decir, que
no se pueden extender a un intervalo mayor), y cuando estdn definidas en todo
R se dicen completas.

B.4 Calculo diferencial exterior

Sip: X — Y es un difeomorfismo entre variedades diferenciables, en todo
punto tenemos que la aplicacion lineal tangente ¢, : Tp X — T,,)Y es iso-
morfismo, asi como su aplicacién lineal dual, la aplicacién lineal cotangente
denotada como ¢* : T;(p)Y — T; X. En general escribiremos indistintamente
™ para referirnos a la aplicacién lineal cotangente 6 a la inversa de la tangente
©* = (p«)~%; asi como ¢, para referirnos a la aplicacién lineal tangente 6 la
inversa de la cotangente o, = (¢*) 1. Quedar4 claro por el contexto a cudl nos
referimos.

Si g : X — Y es un difeomorfismo, la imagen inversa de un tensor
T} e ‘J’g(Y) es el tensor sobre X del mismo tipo ¢*T}! que en cada punto vale

(QP*TIIJJ)(DD ceey Dpawla v 7wq)(x) =
(Tg)w(w)(@*Dl,x, ceey <P*Dp,x7 PxWi,zy- -y ‘P*wq,w)a

y la imagen directa de 7)) € T1(X) es el tensor sobre Y del mismo tipo ¢.T}!
que en cada punto vale

(@*Tg)(Dlv s aDpawh s ,Wq)(y) =
(T;?)cp—l(y)(@*Dl»w s Dp s @ w1y, P We ),
y las siguientes propiedades son de calculo directo:

Proposiciéon B.4.1 Se verifica:

1o (df) =d(e"f) , edf) =d(pef).

2. 0" (T3 +TJ) = p*Td+ o*T7 |, (T3 +TJ) = 0. T + . T
3. o (TEOT:) =TI TE , @uTQT;) = 0T @ 0.TF
4 " (fT]) = (" e Ty eu(fT) = (pufosTy.
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5. @ (CITY) = CL(e"TY) @.(CITY) = Cl(p.TY).
6. (QO*D)J = QO*(DL,D(JU))
7. (‘P*D)go(x) = ‘P*(DI)'

Un grupo uniparamétrico local (g.ul.) sobre X es una aplicacién
7: W — X definida en un abierto W de R x X tal que, si denotamos
7i(x) = 7(t,x), se cumple:

i) dom 79 = X y 70 = Id.
it) Siz € dom 74, entonces
T, (z) € dom 7, <= = € dom Ty, 4¢,,
y en cuyo caso se satisface que 74, (73, (x)) = ¢, 14, ().

EL generador infinitesimal de un g.u.l. 7 es el campo tangente D que
sobre cada f € C*(X) y cada p € X es

(DF)(p) = lim f(Tt(p)i —fo),

t—0

y en el curso de Ecuaciones Diferenciables se prueba que todo campo tangente
es el generador infinitesimal de un g.u.l., es decir, hay una correspondencia
biyectiva entre grupos uniparamétricos locales y campos tangentes a X.

Sea D € D(X) un campo tangente y 7 su grupo uniparamétrico local. La
derivada de Lie de un tensor 7} € T(X) respecto D es el tensor del mismo
tipo

e —T9
DLTI? = lfim —2 "% L
t—0 t

y el corchete de Lie de dos campos D1, Dy € D(X) es el campo tangente
[D1, D3] := Dy o Dy — Dy o Dy.
Proposiciéon B.4.2 Se cumplen las siguientes propiedades:
1. DEFf = Df.
2. DX(T¢ +T¢) = DT? + DLT4.
DY(Td @ T7) = (DFTY) @ T + T @ (DET).
[D1, D3] = —[Da, Dy].
[D1 + D2, D] = [D4, D] + [D2, D].
[D1, fD2] = (D1f)D2 + f[D1, D).
(Identidad de Jacobi) [Dy,[Da, D3]] + [Ds, [D1, D2]] + [D2,[D3, D1]] =0

S SIS NS

Teorema B.4.3 Para todo par de campos Dy, Dy € D(X) se cumple que

DED, = [Dy, Dy).
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Demostracion. Véase [21]. O

Llamaremos p-formas sobre X a los tensores covariantes alternados de orden
p sobre X, y denotaremos como P(X) al médulo de las p-formas sobre X. Se
dice que p > 1 es el grado de w, € QP(X).

El algebra exterior de una variedad diferenciable X es

0°(X) == P orx),

p=>0

y tiene estructura de C°°(X)-algebra graduada anti-conmutativa, respecto el
producto exterior.

Si dim X = n, QP(X) = 0 para p > n porque lo es en cada abierto coorde-
nado, asi que
Q(X)=C*X)a® Ql(X) @ dOA(X).

Una diferencial exterior sobre una variedad diferenciable X es un opera-
dor R-lineal d : Q*(X) — Q°*(X) que cumple:

i) d es una aplicacién homogénea de grado 1: manda p-formas a (p + 1)-
formas.

i) d coincide con la diferencial ordinaria sobre C*(X).
i17) d es una anti-derivacion:

d(wp Awg) = dwp Awg + (—1)Pw, A dwy.

iv) dod =0.

Teorema B.4.4 Sobre toda variedad diferenciable existe una unica diferencial
exterior.

En particular, en cada abierto coordenado (U;ui,...,u,) toda p-forma se
expresa como wy =y fadug A--- Adug,, o = (i1,...,ip), y la diferencial
exterior de w, es

dwp =Y " dfa Adug, A~ Adug,

Demostracién. Puede consultarse en [21]. O
Proposiciéon B.4.5 Se cumplen las siguientes propiedades:

1. (Teorema de Cartan) DY =doip +ipod .

2. DYod=do D".

3. (Férmula de Cartan para las 1-formas) Si w es una 1-forma entonces la
2-forma dw es

dw (D1, D2) = D1(w(D2)) — D2(w(D1)) — w([D1, D2]).
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Una p-forma w, se dice cerrada si dw, = 0, y se dice exacta si es la
diferencial de alguna (p—1)-forma , es decir, si w, = dw,—1 para alguna (p—1)-
forma w,_1. Es claro que toda forma exacta es cerrada y en el R" se tiene
también el reciproco:

Lema B.4.6 (Poincaré) En el R™, una p-forma es exacta si y sdlo si es
cerrada.

Demostracion. Véase [17]. O

B.5 Integracion en variedades

Una variedad diferenciable X de dimensién n es orientable si existe alguna
n-forma que no se anule en ningin punto. Sobre todas las n-formas no nulas en
todo punto se define una relacién de equivalencia,

w=w &= w=fu confelC®X)y f(zr)>0VreX,

y cada una de las clases de equivalencia son las orientaciones de X. Una
variedad orientada es un par (X, [w]).

Una variedad con borde en X es un cerrado ) de X que verifica:

i) 90 = o0

it) O o bien es una subvariedad diferenciable de dimensién n — 1, o bien es
vacio.

A la frontera 0f2 se le llama borde de €.

Proposicién B.5.1 Sea Q2 una variedad con borde, y p € ). Entonces eziste
algin entorno coordenado (Ujuy,. .., uy,) tal que

UNnQ={z€U:u(x) <0}
Demostracion. Ver [17]. O

Se dice que un vector D, € T, X apunta hacia fuera si en el sistema de
coordenadas anteriores es D, = >, X\i(9y,)p con Ay > 0.

Teorema B.5.2 (Orientacién inducida en el borde) Sea (X, [w]) una va-
riedad orientada y ) una variedad con borde con 02 no vacio. La orientacion
de X induce de modo natural una orientacion sobre 0§2: dado D € D(X) que
sobre los puntos de 02 apunte hacia fuera, sobre 02 una orientacion es

[(ipw)jan] -
Demostracién. Puede consultarse en [21]. O

El soporte de una n-forma w es el cerrado

sop w:={z € X :w, # 0}.

Si w es una n-forma de soporte compacto, vamos a definir la integral de w:
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= Sisop w estd contenido en un abierto coordenado (U;uy, ..., u, ), podemos
suponer que la n-forma duq A--- Adu,, define la orientacién en U inducida
por la de X. Asf w = fdu; A --- A duy,, donde f = F(uq,...,u,) para
cierta funcién F' diferenciable en el R™, y definimos

/w:z/ Fdxy...dx,.
X n

» En general, se toma un recubrimiento por abiertos {U;} de X y una par-
ticién de la unidad subordinada al recubrimiento {¢;}. Se comprueba que
Sop w corta a un nimero finito de cerrados {sop ¢;}, digamos a los indices
1,...,r;asi quew =Y ;_; ¢;w y cada uno de los sumandos esté en el caso

anterior; y se define
[oom fowr [ ow
X X X

En ambos casos el teorema de cambio de variable demuestra que no depende
del abierto coordenado elegido.

Sea w una n-forma. Si sop w N {2 es compacto, la integral de w sobre 2 es

/w::/ Iqw.
Q X

Teorema B.5.3 (Stokes) Sea X una variedad orientada de dimension n, y Q
una variedad con borde. Siw es una (n—1)-forma tal que sop wNQ es compacto,

entonces se cumple que
/ dw = / w (B.1)
Q a0

Demostracion. Véase [17]. O

Una variedad riemanniana es una variedad diferenciable dotada de un
tensor g € T2(X) que en cada punto es un producto escalar, es decir, una
métrica simétrica definida positiva, y el teorema A.2.8 se reformula como

Teorema B.5.4 Sobre toda variedad riemanniana orientada X de dimension
n existe una unica n-forma wx que toma valor 1 sobre las bases ortonorma-
les positivas de campos tangentes. A dicha n-forma se le llama la forma de
volumen de X.

En cada abierto coordenado (Ujuq,...,u,), si dug A -+ A du,, define la
orientacién, y g = >, j gijdu; ® duy, la forma de volumen de X es

wx = y/det (g;5) dug A -+ Adug. (B.2)

Si 2 es una variedad con borde compacta de una variedad riemanniana
orientada X, y wx es su forma de volumen, se llama volumen de € a la integral

/an
Q

y la integral de una funcién f € C*°(X) sobre { es

/in:/ﬂfwx
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B.6 Tensores valorados en un espacio vectorial

A lo largo de esta seccién, fijemos un espacio vectorial real E de dimensién
m y una variedad diferenciable X de dimension n.

Un tensor de tipo (p,q) valorado en E en un punto z € X es una
aplicacién multilineal

T:T,X x - xToX xT*X x ' x T*X — E.

El hecho que sea multilineal asegura que, fijada una base {ej,..., e} de E,
un tensor T' de tipo (p, q) valorado en F en el punto x € X se escriba como

T:T161+~'~+Tm€m

para ciertos tensores ordinarios T1,...,7T,, € ‘J'g(TIX ).

Un campo tensorial (6 tensor) de tipo (p,q) valorado en E sobre X es
una coleccion de tensores T = {7} : © € X}, donde cada T, es un tensor de
tipo (p,q) valorado en E en x € X; y diremos que es diferenciable (lo que
supondremos siempre) si en cualquier base {ej, ..., e, } de E se escribe como

T=Te + - +Tnem,

con Ti,..., T, € TI(X) diferenciables (y no depende de la base de E elegi-
da pues de una a otra se pasa por una transformacién lineal con coeficientes
constantes).

Siw=wie; + - wnemyn es un campo de p-formas valoradas en F, la dife-
rencial exterior de w es el campo de (p 4 1)-formas valoradas en F

dw := (dwi)er + -+ + (dwp)em,

y no depende de la base elegida pues los coeficientes del cambio de base son
constantes.

Siw=wie; + - wnpemy es un campo de n-formas valoradas en E, y § es
una variedad con borde de X, la integral de w sobre 2 es

IRE (/le)el+...+</gwm)em,

y de nuevo no depende de la base elegida pues de una a otra se pasa por una
transformacién lineal con coeficientes constantes. Con estas definiciones, es claro
que el Teorema de Stokes es vdlido también para formas valoradas.

En particular, cuando la variedad X es un espacio afin A de espacio vecto-
rial asociado un espacio vectorial F, todos los espacios tangentes se identifican
candnicamente con F, de modo que los tensores valorados en los campos tan-
gentes pueden verse como tensores valorados en E, por lo que podemos hacer la
diferencial exterior de formas valoradas en los campos tangentes y la integracion
de formas de grado maximo valoradas en los campos tangentes, como antes.
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B.7 Elementos matematicos en la fisica

Sea X una variedad riemanniana orientada, y denotemos por wx su forma de
volumen. Se llama divergencia de un campo D € D(X) a la coordenada de la
n-forma DLwx en la base {wx } de Q"(X), es decir, a la funcién div D € C*°(X)
tal que DXwy = (div D)wx.

En el R™ con las coordenadas cartesianas, es sencillo comprobar que si D =
>, [i0z, entonces

ofi
divD = .
v ; 8:5,»
Sea {2 una variedad con borde compacta, y N el campo normal unitario a
98 que apunta hacia fuera. Dado un campo tangente D € D(X), se llama flujo
de D a través de 92 a la integral

/ D-N= iDOJX
o0 o0

(la igualdad se debe a que D - N es precisamente la primera coordenada de D
en una base {N, Ds, ..., D,} de campos tangentes).

Teorema B.7.1 (de la divergencia) Sea X una variedad riemanniana orien-
tada, Q) una variedad con borde compacta, y N el campo normal unitario a OS2
que apunta hacia fuera. Entonces el flujo de un campo a través de OS2 es igual
a la integral de la divergencia del campo en €,

/mD-N:/QdivD (B.3)

Demostracion. [, divD = [, d(ipwx) = [, ipwx, donde la segunda igualdad
es el teorema de Stokes. O

Si X es una variedad riemanniana, tenemos el siguiente isomorfismo de
C*>(X)-mébdulos (via la polaridad en cada punto):

D(X) =——— UX)
D —— ipg
Se llama gradiente de una funcién f € C*(X) al Gnico campo tangente

grad f € D(X) que se identifica por el isomorfismo anterior con la 1-forma df,
es decir, que cumple la igualdad igraq ;g = df.

En el R™ con las coordenadas cartesianas, es sencillo comprobar que dada
una funcién f se verifica

0
grad f = Z anaw

El laplaciano de una funcién f € C*°(X) es la funcién A f := divgrad f. Se
dice que una funcién es armoénica si su laplaciano es nulo. Un célculo directo
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prueba que en R™ con las coordenadas cartesianas el laplaciano de una funcién
fes
0% f
Af= Z dz?’
K3
Si X es una variedad riemanniana orientada de dimensién 3, y wx es su
forma de volumen, se tiene el siguiente isomorfismo de C*°(X)-médulos :
D(X) =——= 2*(X)
D — ipwx
Se llama rotacional de un campo D € D(X) al tinico campo tangente rot D

que se corresponde por el isomorfismo anterior con la 2-forma d(ipg), es decir,
que cumple la igualdad i,ot pwx = d(ipg).

En el R™ con las coordenadas cartesianas, se comprueba que dado un campo
D = f0, + g0y + hO,, entonces

rot D = (hy —0.)0: + (f» — hac)ay + (92 — fy)az-

Sea X una variedad riemanniana. La circulacién de un campo D € D(X)
sobre una curva orientada C de X es la integral

/iDg.
C

Teorema B.7.2 (del rotacional) En el espacio, la circulacidn a lo largo de
una curva cerrada, frontera de una superficie S, es igual al flujo del rotacional

a través de S,
/ ipg = / lrot DWC
c s

Demostracion. [,ipg = [4d(ipg) = [qiret DWC 0

Consideremos en adelante la variedad R3 con la métrica euclidea g =
3
Zi:l dz; ® dx;.

Se llama trabajo de un campo tangente F' € D(R3) (entendido como fuerza)
a lo largo de una curva orientada C' a la integral

/iFga
C

es decir, a la circulacién de F' a lo largo de C. En coordenadas, si F' = )", fi0y,,
o(t) = (o1(t),02(t),03(t)), y p = o(a), ¢ = o(b), a < b, el trabajo realizado para
ir desde p hasta ¢ es

/pq ipg = /abF -Tdt = /abzngi(a(t))og(t)dt

Diremos que un campo de fuerzas F' € D(R?) es conservativo si el trabajo
realizado para ir de un punto a otro de R no depende de la curva elegida.
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Proposicién B.7.3 Sea F' € D(R3) un campo de fuerzas. Son equivalentes:
1. F es un campo conservativo.
2. F es un gradiente, es decir, existe u € C*°(R?) tal que F = grad u.
3. rot F' = 0.

Demostracion. 1) = 2). Si F es conservativo, fijemos p € R?, y definamos la
siguiente funcién: para cada z € R3, f(z) es el trabajo realizado por F a lo
largo de cualquier curva para ir de p a =z,

f(o) = / Cirg.

Si F =3, fiOy,, tenemos que

x+tee; . x . rtee; . 1
9 irg — | iFg ‘q F-Tdt
f (lL’) = lim fp fp = lim fx r9 _ lim fO
ox; e—0 5 e—0 5 e—0 €

1
= lim fl(.l‘ + tsei)dt = fz(x)
e—0 0

2) = 3). rot F es el tinico campo que cumple i, pwgs = d(ipg) = d(du) = 0,
luego rot F' = 0.

3) = 1). Si rot F = 0, entonces d(ipg) = 0, es decir, la 1-forma ipg es
cerrada, y por el lema de Poincaré exacta: existe u € C*°(R?) tal que ipg = du.
Por tanto para cualquier curva o,y p = o(a), ¢ = o(b), a < b,

/pqz'ng/pqduz/:(uoa)’(t)dt:u(q)_u(p)_
O

Si F' es un campo conservativo, se llama potencial asociado a F' a toda
funcién u € C®(R?) tal que F = grad u. En tal caso se cumple que el trabajo
realizado para ir de un punto p a un punto ¢ es u(q) — u(p).



Apéndice C
Geometria Riemanniana

Recordemos las nociones bésicas de la Geometria Riemanniana:

C.1 Conexiones Lineales

Una conexidn lineal, derivada covariante o traslado paralelo en una
variedad diferenciable X es una aplicacién

D(X) x D(X) — D(X)
(D , D)—— DVD
que cumple:
i) DV(Dy + Dy) = DV Dy + DV Ds.
i) DY (fD)= (Df)D + fDVD.
iii) (D1 + D2)VD = DY D + DY D.
) (fD)VD = fDVD.

w

Lema C.1.1 Si D 6 D se anulan en un abierto U de X, también DV D.

Demostracion. Dado x € U, témese una funcién meseta ¢ € C*(X) tal que

¢(x) =1y sop ¢ CU. ~ ~ ~

Si Dy = 0, entonces 0 = ((;SD)ViD = ¢(Dvp), luego EDVD)m =0.

Si Dy = 0, entonces 0 = DV (¢D) = (D¢)D + ¢(DV D), asf que (DV D), =
0. O

Corolario C.1.2 (DVD), sdlo depende del valor de D, y del valor de D en
un entorno de p.

El lema muestra que V induce una conexién lineal en cada abierto U
de X, de modo que (DVD)y = (Dy)V(Djy). En cada abierto coordenado
(Ujui,y...,u,) la conexiéon V viene dada por sus simbolos de Christoffel
It e c>(U).

\% _ k
Oy Ou, = Y T,
k

125
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y por tanto dados dos campos D =", f;0u, ¥ D= 9jOu,, tendremos que
DD =Y | Dgr+>_ figilli | Ou (C.1)
k i,

Lema C.1.3 Dada una conexién lineal V, el vector (DY D),, sélo depende del
valor de D, y del valor de D a lo largo de una curva cuyo vector tangente en p
sea D,.

Demostracion. La férmula anterior en p dice que

(DVD), =" | Dogi + D Fi»)g; DT ®) | (Ou)ps

k ,J

asi que se ve que para determinar (DV D), sélo hay que conocer los valores de
D,y Dp, y los valores de D,g;, que estdn determinamos por lo que valga g; en
una curva o que pase por p en t = 0 y cuyo vector tangente en p sea D,,, porque
en tal caso D,g; = (g0 0)'(0). O

Ejemplo C.1.4 (Conexion estandar del espacio afin) En un espacio afin
real A,, su conexién estdndar (que denotaremos por V) viene dada por la
anulacién de todos los simbolos de Christoffel,

DY°D =" Dgpdk,
k

para D = 3" gx0Ok.
Teorema C.1.5 Toda variedad diferenciable admite conexiones lineales.

Demostracion. En un abierto coordenado consiste en elegir los simbolos de
Christoffel (es decir, dar n® funciones), y mediante el argumento estdndar de
particiones de la unidad se comprueba que puede definir una sobre toda la
variedad. O

Teorema C.1.6 Toda conexion lineal V extiende de modo unico a una deriva-
cion de tensores (respecto ® ) que conserva el tipo y verifica

1. DV f = Df.
2. DV(C!T) = C/(DVT).
Demostracion. Para la unicidad, derivando w(D) = C}(w ® D) vemos que
(D¥w)(D) = D(w(D)) — w(D¥ D),

y derivando T'(D1,...w,) =Cl - C1(D1 @ @D, T Qw1 ® - - - @wy), vemos
que

(DVT)(Dy,...wy) = D(T(Dy, .. .,w,))
—~T(DVDy,...,wy) — - —T(D1,...,DVw,).

Para la existencia basta tomar estas féormulas como definicién. O
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La diferencial covariante o derivada covariante total de un tensor T de
tipo (p, q) es el tensor VT de tipo (p + 1, q) siguiente:

(VT)(D,Dy,...,Dp,wi,...,wg) = (DVT)(Dy,...,Dp,wi,...,wy),

y diremos que T es paralelo cuando VT = 0.

La torsién de una conexién lineal V es el tensor de tipo (2,1)
Tory(D, D) := DVD — DVD — [D, D],

y diremos que V es simétrica cuando Tory = 0, lo que en un abierto coorde-

nado equivale a Ffj = F?i, para todo i, j, k.
La curvatura de una conexién lineal V es el tensor de tipo (3,1), que
denotaremos indistintamente R, Ry, 6 R%,l siguente:

R(Dy, Dy, D3) := DY DY D3 — DY DY D3 — [D1, Do) Ds,

y un calculo directo prueba que es alternado en los dos primeros indices, asi
como la identidad de Bianchi:

R(D1, Dy, D3) + R(D2, D3, D1) + R(Ds, D1, D3) = 0.

Un campo tangente con soporte en una curva ¢ : I — X es una
familia de vectores {D; € T, X : t € I}. Tal campo se dird diferenciable
(lo que supondremos siempre) si para cada abierto U de X y cada funcién
feC>(U) la funcién (Df)(t) := D.f es diferenciable, de modo que define una
derivaciéon D : C>®(X) — C>=(I).

El C*°(I)-médulo de campos a soporte en o se denotard D, .

Teorema C.1.7 Eriste una tunica forma de extender 8y : D(X) — D, a una
derivacion covariante 0y : Dy — Dy de campos a soporte que cumple

1. 8Y(D+D) =YD +dYD.
2. 0Y(fD) = f'D + f(dY D), donde f € C>(I).

Demostracion. Sien un entorno coordenado o = (074, ..., 0y,), la Gnica extensién
posible es
oy (Z%%) =" (kO + 0¥ ) =D | gk + D 0lg;(TE 0 0) | O
k k k iJ
O]

Un campo D con soporte en o se dice paralelo si 9y D = 0.

Teorema C.1.8 Sea 0 : I — X una curva y D, € T,X tal que p = 0(0).
Eziste un tnico campo paralelo D con soporte en la curva tal que Dy = D,,.

Demostracion. Apliquese el teorema de Existencia y Unicidad de Ecuaciones
Diferenciales en un abierto coordenado, y compruébese que puede extenderse a
todo el intervalo de definicion de la curva. O
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C.2 Geodésicas

Sea (X,V) una variedad diferenciable dotada de una conexién lineal. Una
curva o : I — X se dice geodésica si su vector tangente es paralelo, 9 9; = 0.

Teorema C.2.1 Fijado D, € T, X, existe una geodésica o : I — X tal que
en t =0 pasa por p con vector tangente D,. Ademds, dos de ellas coinciden en
el intervalo comin de definicion.

Demostracion. Por la expresién anterior, en un abierto coordenado la condicién
de ser geodésica es

a%—l—Zagaé(FZoo):O , k=1,...,n
2]

y basta aplicar el teorema de Existencia y Unicidad de Ecuaciones Diferenciales.
O

Dadas dos conexiones lineales V, V, el tensor diferencia
A(Dy, Dy) := DY Dy — DY D,
es un tensor de tipo (2,1).
Proposicién C.2.2 El tensor diferencia de los conexiones V,V wverifica:
1. V y V tienen las mismas geodésicas si y solo si A es hemisimétrico.
2. V y V tienen la misma torsién si y sélo si A es simétrico.

3. V y V son iguales si y solo si tienen las mismas geodésicas y el mismo
tensor torsion

Demostracién. 1) En una geodésica comtin, A(D,, D,) = (DV D), —(DV D), =
0; ysi DVD =0y A es alternado, DVD = A(D,D) + DVD = 0.

2) La igualdad A(D1, D2) = A(D3, D;) ocurre si y s6lo si Tory(Dy, Ds) =
TOI‘ﬁ(l)l7 Dg)

3) Obvio por lo anterior. O

C.3 Divergencia de un tensor

Sea (X,V) una variedad diferenciable dotada de una conexién lineal. Se
llama divergencia de un tensor 7)) € T} (¢ > 1) al tensor de tipo (p,q — 1)

divy T} := C{(VTY). (C.2)

C.3.1 (Expresién en coordenadas con la conexién estdndar) Conside-
remos un espacio afin real A, ; de dimensiéon n + 1, dotado de la conexién
estdndar Vg (es decir, aquella que en cualquier referencia afin tiene todos sus
simbolos de Christoffel nulos), y veamos cémo se expresa en coordenadas la di-
vergencia de un campo (tensor 1-contravariante) y un tensor 2-contravariante.
En primer lugar notar que

6‘ivoda:j =0 s VO& = 0, (03)
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para cualquier 4, j. En efecto,
(070 da;) (k) = 0i(da;)0h)) — da;(9Y°0y) = 0,

y por otra parte

(V00:)(5, dzy) = (95 °0;)(dzy) = 0.

Veamos en primer lugar divy, D. Sea D € D(A,41), que en la base de
campos se escriba como D =), fr0. La diferencial covariante del campo sera
un tensor (1,1) que tiene como coordenadas

VoD(8;,dx;) = (9;°D)(dz;) = (@vo (Z fk3k>> (dz;)
k

- (Z (ayo fk8k>> (day) = (Z (aifk O + fr a?ﬂ@)) (d;)

k k

_ O fk N Of
= ( - 8xlak> (d.’lﬁj) = 8’Ii’

por lo que entonces

VoD = Z 0fi dml

Por tanto,
. of; af;
divy, D = C}(VoD) = Z a:J;]- CH(dz; ® 9) = Z a;]:]- dz;(0;)
i,j v i,j ¢
y concluimos que
ofi
divy, D = Z (C.4)

oz;’

que coincide con la expresion en coordenadas de divergencia (cldsica) de un
campo en una variedad orientada (en el caso en el que estamos: un espacio afin
con su conexién estdndar).

Consideremos ahora un tensor 2-contravariante T2, que en una cierta refe-
rencia afin se escribird como 72 = Y, ; fij0i ® ;. Puesto que la diferencial
covariante es una derivacién, se sigue que

Afij
&rk

V()TQ = Z (dfij ® 0; ® 8]» + fijVO(ai ® (r“)j)) = Z dz, ® 0; ® 8j,
1,9 1,5,k
luego

5f”

divy, T? = CH(VoT?) Z a

y por tanto concluimos que

divy, T? = Z (i_o 833:) 0;. (C.5)

=0
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C.4 Variedades Riemannianas

Teorema C.4.1 Toda variedad diferenciable admite una métrica riemanniana.

Demostracion. En un abierto coordenado se puede elegir la métrica euclidea
g =Y, du;®du;, y mediante el argumento estandar de particiones de la unidad
se comprueba que se puede definir una sobre toda la variedad. O

En general denotaremos g(D1, D2) = Dy - Ds.

Una conexién lineal sobre (X, g) se dice compatible con la métrica si
cumple la siguiente “regla de Leibniz”:

D(D; -Dy) = (DVDy)-Dy+ Dy -(DVDy) , D,Dy, Dy € D(X),
lo que claramente equivale a que la métrica sea paralela, Vg = 0

Teorema C.4.2 (Fundamental de la Geometria Riemanniana) Toda
variedad riemanniana posee una unica conexion lineal simétrica y compatible
con la métrica, llamada conexion de Levi-Civita ¢ conexion riemanniana.

Demostracion. Para la unicidad, dados campos Dy, Ds, D3 € D(X), por la com-
patibilidad de la métrica se tiene que

Dy(Dy - D3) = (DY D3) - D3 + Dy - (DY Ds),

Dy(D3 - Dy) = (Dy D3) - Dy + D3 - (D5 Dy),
D3(Dy - Dy) = (DY Dy) - Dy + Dy - (DY Ds),

y sumando las dos primeras y restando la tercera se tiene la formula de Koszul,
1
(DY D) - D3 = 3 (Dl(Dz - D3) + Do(Ds - D1) — D3(Dy - Do)

+ Dy - [D3, D1] + D3 - [Dy, Do) — Dy - [DQ;D3]>7

que determina univocamente la conexién, pues el segundo miembro de la formula
no depende de la conexién.
Para la existencia basta comprobar que en cada abierto coordenado

(U;ug, ..., uy,) la formula de Koszul se traduce en que los simbolos de Christoffel
de V deben ser
1 dgji  Ogu  0gij
N I - = C.6
) Zg Oou; + Ou;  Ouy )’ (C.6)

=1

donde g = (gij) y g~ = (¢"); y dichos simbolos definen una conexién que es
compatible con la métrica y simétrica. O

El tensor de Riemann-Christoffel de g es la bajada del indice contrava-
riante del tensor de curvatura de su conexién Levi-Civita,

Ry 2(D1, Dy; D3, Dy) := R(Dy, Do, Dy) - D3

Mediante computacion directa se tiene la siguiente
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Proposiciéon C.4.3 El tensor de Riemann-Christoffel presenta las siguientes
simetrias:

1. Es hemisimétrico en los dos primeros indices y en los dos ultimos.

2. Ry (D1, Do; D3, Dy) = Ry (D3, Dy; D1, Ds)

3. La suma circular en tres indices cualquiera es nula (para el cuarto fijo es
la identidad de Bianchi).



132 APENDICE C. GEOMETRIA RIEMANNIANA



Bibliografia

[1]

[11]

[12]

[13]

ARrcYLE, J., CONNORS, R., DEXTER, K., AND SCOULAR, C. P1_3 Re-
lativistic Optics. Physics Special Topics 11, 1 (2012). https://physics.
le.ac.uk/journals/index.php/pst/article/view/549/360.

BeEnNETT, C. L., LARSON, D.; ET AL. Nine-year wilkinson microwa-
ve anisotropy probe (wmap) observations: Final maps and results. ar-
Xiv:1212.5225, 2012.

BLANCO LASERNA, D. FEinstein, La teoria de la relatividad : el espacio es
una cuestion de tiempo. RBA, 2012.

EINSTEIN, A. Ist die Trégheit eines Korpers von seinem Energieinhalt
abhingig? [;Depende la inercia de un cuerpo de la energia que contiene?].
Annalen der Physik 323, 13 (1905), 639-641.

EINSTEIN, A. Zur Elektrodynamik bewegter Korper.[Sobre la electroding-
mica de los cuerpos en movimiento|. Annalen der Physik 322, 10 (1905),
891-921.

FARO RivAas, R. Apuntes de Ecuaciones Diferenciales, 2017. http://
matematicas.unex.es/~ricarfr/LibroEDLat.pdf.

FERNANDEZ BUEY, F. Albert Einstein : ciencia y conciencia. El Viejo
Topo, 2005.

FLorEs, J. L. Relatividad especial. In Una introduccion o la Relati-
vidad desde un punto de vista Matemdtico (2010). http://www.uco.es/
geometria/documentos/JLFlores.pdf.

GEROCH, R. Mathematical Physics. University Of Chicago Press, 1985.

HAWKING, S. A brief history of time : from the big bang to black holes.
Bantam Books, 1988.

LEE, J. M. Riemannian Manifolds, vol. 176 of Graduate Texts in Mathe-
matics. Springer New York, New York, NY, 1997.

Levi-CiviTa, T. The absolute differential calculus : (calculus of tensors).
Dover Publications, 1977.

LOVELOCK, D. The einstein tensor and its generalizations. J. Math. Phys.
12 (1971), 498-501.

133


https://physics.le.ac.uk/journals/index.php/pst/article/view/549/360
https://physics.le.ac.uk/journals/index.php/pst/article/view/549/360
http://matematicas.unex.es/~ricarfr/LibroEDLat.pdf
http://matematicas.unex.es/~ricarfr/LibroEDLat.pdf
http://www.uco.es/geometria/documentos/JLFlores.pdf
http://www.uco.es/geometria/documentos/JLFlores.pdf

134

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

BIBLIOGRAFIA

LoveELOCK, D. The four-dimensionality of space and the einstein tensor.
J. Math. Phys. 13 (1972), 874-876.

NABER, G. L. The Geometry of Minkowski Spacetime, vol. 92 of Applied
Mathematical Sciences. Springer New York, New York, NY, 2012.

NAVARRO, J., AND SANCHO, J. B. On the naturalness of Einstein’s equa-
tion. Journal of Geometry and Physics 58, 8 (aug 2008), 1007-1014.

NAVARRO GONZALEZ, J. A. Apuntes para una Licenciatura, 2014. http:
//matematicas.unex.es/~navarro/licenciatura.pdf.

NAVARRO GONZALEZ, J. A., AND SANCHO DE SALAS, J. B. Gravi-
tacion Newtoniana y Relatividad, 2004. http://matematicas.unex.es/
~navarro/relatividad/apuntrel.pdf.

REQUEJO FERNANDEZ, B. Algebra Lineal y Geometria, 2012.
http://matematicas.unex.es/~brequejo/ALGEBRA%20LINEALY20YY,
20GEOMETRIA/.

REQUEJO FERNANDEZ, B. Geometria Diferencial I. Universidad de Ex-
tremadura, 2016. http://matematicas.unex.es/~brequejo/GEOMETRIA_
DIFERENCIAL_I/.

REQUEJO FERNANDEZ, B. Geometria Diferencial II. Universidad de Ex-
tremadura, 2016. http://matematicas.unex.es/~brequejo/GEOMETRIA_
DIFERENCIAL_II/.

SANCHO DE SALAS, J. B. Geometria I, 2013.

SHARAN, P. Spacetime, Geometry and Gravitation. Birkhduser Basel,
Basel, 2009.

TIPLER, P. A., AND Mo0SCA, G. Physics for scientists and engineers.
W.H. Freeman, 2008.

VERMEIL, H. Notiz uber das mittlere krummungsmass einer n-fach aus-
gedehnten riemann’schen mannigfaltigkeit. Nachrichten Géttinger Gesells-
chaft Wissenschaften 334 (1917).

ZEEMAN, E. C. Causality Implies the Lorentz Group. Journal of Mathe-
matical Physics 5, 4 (1964), 490.


http://matematicas.unex.es/~navarro/licenciatura.pdf
http://matematicas.unex.es/~navarro/licenciatura.pdf
http://matematicas.unex.es/~navarro/relatividad/apuntrel.pdf
http://matematicas.unex.es/~navarro/relatividad/apuntrel.pdf
http://matematicas.unex.es/~brequejo/ALGEBRA%20LINEAL%20Y%20GEOMETRIA/
http://matematicas.unex.es/~brequejo/ALGEBRA%20LINEAL%20Y%20GEOMETRIA/
http://matematicas.unex.es/~brequejo/GEOMETRIA_DIFERENCIAL_I/
http://matematicas.unex.es/~brequejo/GEOMETRIA_DIFERENCIAL_I/
http://matematicas.unex.es/~brequejo/GEOMETRIA_DIFERENCIAL_II/
http://matematicas.unex.es/~brequejo/GEOMETRIA_DIFERENCIAL_II/

Indice de Materias

1-forma del tiempo, 5 distribucién de materia, 27
3-forma
de impulso, 20 ecuacion
de masa, 20 de continuidad, 29
de Einstein, 97
aberracion de la luz, 77 de Einstein clasica, 99
aceleracioén, 12, 39 de Euler, 29
aparente, 12 de Gauss, 32, 87
adicién de velocidades, 74 de Navier-Stokes, 30
automorfismo causal, 62 de Poisson, 32
Big Bang, 91 ggiczodel universo, 91
Big Crunch, 92
boost, 55, 59 Compton, 78
B Doppler, 76
cafda libre, 82 energia, 63, 65
causalidad, 62 aparente, 65
conexién cinética, 65
de Cartan, 82, 88 en reposo, 65
de Levi-Civita. 94 equivalencia masa-energia, 65
constante ’ espacio-tiempo
cosmoldbgica, 97 de Galileo, 5, 9
de Hubble, 91 de Minkowski, 38
de la ecuacién de Einstein, 99 relativista, 100
contraccién de la longitud, 71
corrimiento factor de Lorentz, 49
al azul, 75 flujo
al rojo, 75 de impulso, 26
curvatura escalar, 96 de masa, 26
fotén, 63
densidad fuerza, 14, 32
critica, 92
de cantidad de movimiento, 22 gravitacion
de fuerza, 24, 27 de Newton-Cartan, 88
de impulso, 22 newtoniana, 33
de masa, 20 relativista, 100
desigualdad grupo
de Cauchy-Schwarz invertida, 43 de Galileo, 13
triangular invertida, 44 de causalidad, 62
diagrama de Minkowski, 55 de Lorentz, 54
dilatacion del tiempo, 50, 68 de Poincaré, 58

135



136

especial ortogonal generalizado,
54
ortogonal generalizado, 53

hiperplano de simultaneidad, 10, 41

impulso, 14, 62
intensidad de fuerza gravitatoria, 31
isometria

impropia, 54

no ortocrona, 54

ortocrona, 54

propia, 54

ley
de conservaciéon de la masa, 14, 64
de conservacién del impulso, 14,
22, 64
de la gravitacion universal, 30
del movimiento inercial, 14, 64
newtoniana del movimiento, 14

métrica

de Lorentz, 38

del espacio, 6, 9, 41, 88

del tiempo, 4, 9, 38, 88
masa, 14, 63, 65

aparente, 63

en reposo, 63

intrinseca, 63
momento lineal, 15, 63

nube de polvo, 21, 27

observador
inercial, 40
orientacién
del espacio, 5
del espacio-tiempo, 7, 9, 38
del tiempo, 9, 38, 42

pardmetro de densidad, 93
paradoja

de los gemelos, 69

del garaje, 72
particula, 14, 62
potencial gravitatorio, 31
principio de equivalencia, 82

radio del universo, 89
rayo de luz, 40

INDICE DE MATERIAS

referencia inercial, 10, 44, 81

simultaneidad, 40
suceso, 3

tensor
contravariante de materia, 24
covariante de materia, 87, 88
de Einstein, 96
de Ricci, 86
de Riemann-Christoffel, 86, 94
de tensiones, 26
natural, 95
tiempo, 10
tiempo propio, 48-50
transformacién
de Galileo, 13
de Lorentz, 54
de Poincaré, 58
trayectoria, 11, 39

unidad, 98
de longitud, 98
de masa, 30, 98
de tiempo, 38, 98

vector
de tipo espacio, 39
de tipo luz, 39
de tipo tiempo, 39
espacial, 4, 40
velocidad, 10, 12, 39
aparente, 12



	Agradecimientos
	Prefacio
	I Mecánica clásica
	1 El espacio-tiempo de Galileo
	1.1 Estructura del espacio-tiempo
	1.2 Referencias inerciales
	1.3 Movimientos
	1.4 Materia

	2 Gravitación newtoniana
	2.1 Distribución continua de materia
	2.2 Ecuaciones de la Mecánica de Fluidos
	2.3 Ley de la Gravitación Universal


	II Teoría de la relatividad
	3 El espacio-tiempo de Minkowski
	3.1 Estructura del espacio-tiempo
	3.2 El cono de luz
	3.3 Referencias inerciales
	3.4 Movimientos
	3.5 Transformaciones de Lorentz y Poincaré
	3.6 Causalidad
	3.7 Materia
	3.8 Efectos relativistas

	4 Gravitación relativista
	4.1 Conexión de Cartan
	4.2 Edad y destino del Universo. Big Bang
	4.3 Relatividad General


	III Apéndices
	A Álgebra Lineal
	A.1 Espacio Dual
	A.2 Tensores
	A.3 Teoría de Métricas Simétricas
	A.4 Geometría Afín

	B Geometría Diferencial
	B.1 Estructura diferenciable
	B.2 Espacio tangente
	B.3 Campos tensoriales
	B.4 Cálculo diferencial exterior
	B.5 Integración en variedades
	B.6 Tensores valorados en un espacio vectorial
	B.7 Elementos matemáticos en la física

	C Geometría Riemanniana
	C.1 Conexiones Lineales
	C.2 Geodésicas
	C.3 Divergencia de un tensor
	C.4 Variedades Riemannianas

	Bibliografía
	Índice de Materias


