Proof of Lemma 3.8:

inl-1=  (*We establish the multiplication for SW. We
set the variable 1 to be sw. The bar denotes inverse. %)
vars ={s, w, 1};
m; 5 -k [Z_] := Expand[Z] /. {si Sy=> 1, wiw; =0, s;wj > Lk, wisj=>=-1k, 1isj=>-w, 5515w,

11Wj—)0, w1~'LJ-->0, 1-ilj—)0, X_ .

; |5 MemberQ[vars, x] = X, X

_j |5 MemberQ[vars, x] = xk}

(*We start by xx)

nf]= Xq_ 3= Ap+A2 S5+ A3wWi+A4 153

Xi_ = Ap+A;s; +X3 W5 +X4 i3

p= (X1 Xz Il m1,2->1)- 1;

vari ={s;, wi, L;};

cr = CoefficientRules[p, varil;

eqs = Thread[Values[cr] == 0];

(*Computing the determinant of the matrix of the linear systemsx)
CoefficientArrays|egs, {Xl, Az, Az, X4}]|12]] /I Normal // Det /| Simplify

Out[« ]=
(A -2

nl-1:= (*Solving the systemsx)
Solve[egs, {Xl, Azy Az, L}]

Out[« ]=

_ A _ A _ As _ As
{{Al—) ,/\2—)—,/\3—)— ,A4—>— }}
A2 - A2 -A2+ A2 A2 - A2 A2 - A2

in[-]= (*Now similarly for Q)
Qi_,j_ = Hi,1+ H1,2Si+ M1 3Wi+U1,4\i +H2,1Sj+ P2,2SiSj+H2,3WiSj+Hz41iS;+
M3,1Wj+ U3 2 SiWj+ M3 3WiWj+ 34 Liwij+pa 1 L5+ paSi Ui+ 3w Li+pa415 153
6—1_,3'_ P= Myt Mo SitH s Wit Hy o UG 4o 1 S+ My 5 SiSj+Hy 3 Wi Sj+ly 4 LiSi+
H3 i Wi+ P35 SiWj+H3 sWiWj+H3 4 Liwj+py 1 Ui+ Uy oSi Ui+, swi Ui+, .15 13
vari ={S1, Sa, W1, Wa, L1, L,};
P =(Q,5Qs,4 My 300 1 Mp0sn) - 13
cr = CoefficientRules[p, varil;
eqs = Thread[Valuesjcr] == 0];
(*Computing the determinant of the matrix of the linear systemsx)
Coeffic-ientArrays[eqs, {ﬁl,l’ M1,25 Mi,35 Hias H2,15 Ha2s Ha,3)
F2,45 Fa,15 Fa,25 F3,35 Ha,a0 Fa,1s Fa2s Fa,as Ha,a}]121// Normal /i Det /f Factor
Out[e ]=

—(IJ1,1 +H1,2-H2,1 -Nz,z)4 (IJl,l —Hi,2+H2,1 —1-12,2)4 (l—ll,l —Hi,2—H2,1 +IJ2,2)4 (IJ1,1 +tHi, 2+ M2 1t IJz,z)4

- 1= (*Solving the systemsx)

So'Lve[eqs ,

{”1,1’ Hi,25 Mi1,35 Hi,45 M2,15 H2,25 H2,35 H2,45 H3,15 H3.25 M3,35 HM3,45 Majis Hans Hazs ll4,4}]
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out[« ]=

{{m..-
(k2 a1 b B =2 0 b, b2 b ) [ (K -2 kR R b= 2 L K -2 kS
8 11,1 K12 Ha,1 Hay2 = 2 K0 1 B3 2= 248 2 3,2 = 23 1 3,2+ 13 5))
TP —((uf,l H1,2=H3 o+ 1,2 M1 =2 1,1 H2,1 H2,2 + H1,2 /J%,z)/(u‘l',l —2p MYt HY 2 —2 M Mg -
205 J M5+ Hs  +8 L1 ML, 2 M2 1 22— 2 5 sy =2 s o s o =2 5 1 b5, +u‘2‘,2)),
M1z - —((I»’%,l H1,3= M3 2 1,3+ 1,3 50— B3 M50 =2 1,1 Ha,1 B3+ 2 1,2 a2 Hz,z)/(lJf,l —215 15 o+
Hi,z -2 l"_%,l l"%,l -2 P%,z IJ§,1 +Iv’ézt,l +8 1,1 1,2 H2,1 M2,2-2 “f,l Iv’%,z -2 l»’%,z U%,z -2 u%,l H%,z +l»"21,2)):
Hi,4 > —((I»’%,l H1,4 —IJi,z Hi,4+H1,4 u%,l - H1,4 uﬁ,z =211 2,1 2,42 01,2 2,2 ,U2,4)/(IJAl‘,1 -2 N%,l /Jiz +
Hi,z -2 l"_%,l l"%,l -2 U%,z IJ§,1 +l”3,l +8 1,1 M1,2 H2,1 2,22 IJf,l Iv’%,z -2 l»’%,z /J%,z -2 /Jg,l H%,z +U§,2))’
Fo > =((12,0 k2,0 + 2 2 10,0 =43 1 =2 pu, 1 ka0 b2+ i, 4 o) [ (L 1= 23 L k4 i 2 =243 148 -
208 5 M3, 1+ Hy L+ B L B2 b, 1 b2 = 2 B 1 HB 5= 2 R 5 B 5 = 2 1B 1 kB 0 + s o))
oo > =((-2m,0 b0 b0+ 12 2,2+ 1 2 b0 448 s k2,2 = 13 5) [ (WS =208 0 b o+ il =2 02 5 -
208 5 M3, 1+ Hy L+ B L B2 b, 1 b2 = 2 1R 1 HB 5 =2 1R 5 B 5 = 2 13 1 kB 5 + 3 o))
Ha, 3 2 '(('2 HFi,1M1,3H2,1+2 1,2 H1,3 H2,2+ /—I%,l H2,3 -H%,z H2,3 +IJ§,1 H2,3 - .Ug,z M2,3)/(P‘11,1 -2 U%,l :U%,z +
“;.1,2 -2 l"_%,l I-’%,l -2 P%,z /-I%,l +Iv’3,1 +8 1,1 1,2 M2,1 MH2,2-2 l"il I-’%,z -2 P%,z l’%,z -2 /J%,l H%,z +P3,2))a
Hy 4 = ‘((—2 H1,1 H1,4 H2,1+2 1,2 H1,4 H2,2 +,U%,1 H2,a -H%,z H2,a +IJ§,1 I-’2,4—M§,2 IJ2,4)/(H411,1 -2 /-I%,l .U%,z +
Ui,z -2 l"_%,l N%,l -2 P%,z N%,l +I~’3,1 +8 1,1 1,2 M2,1 2,22 l"il I-’%,z -2 Pi,z l’%,z -2 H%,l H%,z +P§,2))a
O3, - —((pil 3,1+ M3 o Ha,1— 5,1 Ha,1- 15 5 3,1 = 2 H,1 B2 B,z + 2 M1 Mo, ,U3,2)/(IJ‘1‘,1 -2 T
Hi,z -2 I«’i,l V%,l -2 N%,z /'I%,l +I~’3,1 +8 1,1 1,2 M2,1 2,22 I«’f,l N%,z -2 Pi,z N%,z -2 H%,l P’%,z +P§,2))a
Hy 5 > —((—2 H1,1 M1,2 H3,1+2 [a,1 H2,2 M3,1+ uf,l 3,2 +H§,z H3,2 —u%,l H3,2 - .U%,z IJ3,2)/(H‘1‘,1 -2 /-I%,l N%,z +
Hi,z -2 Ui,l I*l%,l -2 N%,z N%,l +Ng,1 +8 1,1 1,2 M2,1H2,2-2 I«’f,l V%,z -2 Pi,z N%,z -2 H%,l P’%,z +P§,2))a
M3 3 - —((—2 Hi,1H1,3H3,1+2 1 2,3 03,1+ 2 1,2 H1,3 3,22 [2,2 2,3 M3,2+ /Ji,l H3,3 —Hi,z H3,3-
IJg,l N3,3+L/§,2 H3,3+2 1,4 2,2 Ha,1—2 1,2 M2 4 a1 =2 H1,4 H2,1 Ha,2+2 1,1 H2,4 Hay2 +
2 p1,2 H2,1 Ha,a—2 H1,1 H2,2 I-’4,4)/(IJ‘11,1 -2 IJi,l IJ%,z + Hf,z -2 IJil /J§,1 -
208 5 M3, 1+ Hy L+ B L B2 b, 1 b2 = 2 MR 1 HB 5 = 2 1R 5 B 5 = 2 1B 1 kB o + 3 o))
Hz 4 - -((-2 Hi,0 M1,4 M3,1+2 a1 o4 H3,1+ 2 U120 H1,4 H3,2= 2 2,2 H2,4 H3,2 +,Ui1 H3,4 -Hiz H3,4 -
B3 1 H3,a+ U5 5 Ha,a+2 U153 Ho,2 Ma,1— 2 1,2 o3 Hay1— 2 1,3 B2, 1 Ha,2 + 2 1,1 Ha,3 Ma,2 +
21,2 H2,1 Ha,3—2 1,1 H2,2 H4,3)/(Hf,1 -2 lJil lJiz + H‘f,z -2 Nil ng,l -
205 J M5, 1+ Ha  +8 L1 ML, 2 2,1 22— 2 s sy =2 s S M o= 2 5 1 b5, +u‘2‘,2)),
Hq 1™ —((H%,l Ha,1 +IJ§,2 Ha,1- u%,l Ha,1 —IJ%,Z Ha,1—2 P11 M1,2 Ha,2+2 [ 1 H2,2 H4,2)/(IJ‘1‘,1 -2 IJ%,l Hiz +
Hi,z -2 l*’%,l l*’%,l -2 IJ%,z IJ§,1 +Iv’ézt,l +8 1,1 1,2 M2,1 2,22 “i,l IJg,z -2 l»’%,z /J%,z -2 /J%,l H%,z +l»"21,2)):
Ha o> —((—2 M1,1M1,2 Ha,1+2 2,1 2,2 Hay1 + ,Uil Ha,2 +Pi2 Ha,2 —IJ%,l Ha,2 - H%,z H4,2)/(IJ‘11,1 -2 IJil .Ui,z +
Hi,z -2 l*’_%,l Iv’%,l -2 P%,z IJ§,1 +Iv’ézt,l +8 1,1 1,2 M2,1 2,22 “f,l Iv’%,z -2 l»’%,z IJ§,2 -2 u%,l H%,z +U§,2))’
Ha 3 —((2 Hi,4 M2,2 H3,1=2 U1,2 2,4 H3,1— 2 1,4 H2,1 3,2+ 2 1,1 M2,a 3,2+ 2 1,2 2,1 M3,4 =
21,1 2,2 H3,4=2 U1 1 1,3 Ha, 1+ 2 o 1 2,3 a1+ 2 U2 1,3 Ha o =2 oo a3 o +
VR, 1 Hay3 =135 Ha,s = 3,1 a4 43 o Hays) [ (10— 20 012 o+ bl 2 - 248 1 051 -
208 5 M3, 1+ Hg L+ B L B2 b, 1 b2 = 2 1R 1 M3 2= 2 1R 5 M3 2 = 2 13 1 k2 + 3 o))
Hyq 4> —((2 H1,3M2,2 H3,1 =2 1,2 2,3 M3,1—2 H1,3 2,1 3,2+ 2 1,1 M2,3M3,2+2 H1,2 o, 1 M3,3~
2p1,1 2,2 H3,3=2 1,1 H1,a a1+ 2 o 1 2,4 Ha,n+2 P12 H1,4 Ha,2—2 2 2 M2, 4 a2 +
V2,1 Haya = B3 o Ha,a = B30 Haya+ 13 5 paya) [k 1= 203 i3 o+ bt 2 =248 1 43 -

208 5 M3, 1+ Hs L+ B L B2 b1 b0 = 2 HE 1 KB 2 = 2 18 o 3 2~ 2 3 1 K 2 + 3 ,0)) )



