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Miércoles 9 de septiembre

Simbolos matematicos comunes

Estas son algunas de las notaciones y simbolos que utilizaremos habitualmente.

Conjuntos de numeros

N nlUmeros naturales: 0,1,2,3,...

7Z numeros enteros: ..., —2,—1,0,1,2,...

@ numeros racionales: niumeros de la forma B, p,qEL, q#0
q

R nidmeros reales: racionales e irracionales (7, v/2, etc)

Estos conjuntos estdn contenidos unos en otros:

NcZcQcCR.

Conjuntos y elementos

Un conjunto es una coleccién de elementos. Por ejemplo,
A=1{1,2,3},

o también

X ={0, 4,00}

un conjunto de cuatro elementos, formado por el circulo, el tridngulo, el cuadrado y el rombo. O
volviendo a los niimeros naturales,

N=1{0,1,2,3,4,..}.

El simbolo € significa “pertenece a", por ejemplo

2 ¢ A

El simbolo ¢ significa “no pertenece a", por ejemplo
5¢ A.
El simbolo C significa “es subconjunto de": todos los elementos de A pertenecen también a B, y se

escribe
A C B.
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También se lee “esta contenido en”. Por ejemplo,

{1,2} c {1,2,3}.

El simbolo C significa “es subconjunto de o es igual a”: A C B 6 A = B. Por ejemplo, {1,2} C
{1,2,3} pero también
{1,2,3} C {1,2,3}.

Para referirnos a los elementos de un conjunto X que cumplen una determinada condicidn, se suele
escribir
{z € X : (x satisface una cierta condicién)}.

El simbolo “ : " se lee “tal que”. Por ejemplo,
{n € N:n es miltiplo de 2} C N

es el conjunto de nimeros pares. O también

@Z{zzp,qGZ, q;«éo}.

Otros simbolos importantes

igual a
distinto de
menor que, mayor que

v Vv

menor o igual que, mayor o igual que
implica

si y sélo si

para todo

existe

QW< g oA A K

conjunto vacio.

Un enunciado del tipo “P = Q" significa que si P es verdad (o se cumple), entonces () también es

verdad (o se cumple). Por ejemplo,
mi mascota es un perro = mi mascota es un mamifero

significa que si mi mascota es un perro, también es un mamifero. Esto se usa mucho en matematicas,
por ejemplo
r>2=12>4

significa que “si z > 2, entonces x2>4"

En cambio, P = @ no significa que ) = P, por ejemplo puedo tener un mamifero como mascota
que no sea un perro (un gato, un hamster, etc). O volviendo al ejemplo de matematicas, puede ser

que x = —3, que cumple que 22 = 9 > 4, pero sin embargo = < 2 |
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Para los casos en los que se cumpla que P = Q y Q = P, se usa el simbolo P < @, y se lee "P si
y sélo si Q". Por ejemplo,

un equipo de fatbol pasa a la final < el equipo gana la semifinal,

o también
=4 =42

Es decir, el simbolo = significa que las dos afirmaciones son equivalentes.

El espacio R”

Fijado un ndmero natural n > 1, el espacio real n-dimensional R™ es el conjunto cuyos elementos,
llamados puntos, son las n-tuplas ordenadas (x1,...,x,) de nimeros reales, siendo z; la i-ésima

coordenada o componente de (z1,...,x,). Es decir,

R" = {(x1,...,%n) : @1,..., 2y € R}.

Dos n-tuplas son iguales si y sélo si tienen las mismas componentes.

(i) (1,2,0,—1) € R* (1,0) € R? y no tiene sentido comparar por igualdad los vectores
anteriores.

(ii) Si (2,1) = (a,b) en R? entoncesa =2y b= 1.

(i) (2,0,4) # (2,1,4) # (4,2,8) en R3.

N J
Si concebimos cada punto (z1,...,x,) € R™ como un segmento dirigido que empieza en el origen
(0,...,0) y termina en dicho punto, entonces decimos que tenemos el vector

= (z1,...,2,).

Notacion: Existen diversas maneras de denotar a los vectores. En la anterior definicién hemos
utilizado la flechita Z habitual en Fisica. En textos de matematicas es mas habitual encontrarse con
T o simplemente la negrita x. En lo que sigue nosotros utilizaremos la primera de ellas. Habitualmente
se emplean las letras u, ¥, W, &, ¥, U1, 7s,..., Uy para referirnos a vectores, x, y, z, £1,L2,...,Tn
para hacer referencia a componentes de vectores, y t, s, t1,ts...,t, para denotar escalares, es decir,

nimeros reales.

Con los vectores del espacio R™ se pueden realizar muchas operaciones (suma, producto por un
escalar, producto escalar, producto vectorial, producto mixto,...) y cada una de ellas tiene sus
aplicaciones. De momento consideraremos sélo las dos primeras, la suma y el producto por un

escalar, que son las llamadas operaciones lineales.

Se dice que R™ es el espacio vectorial real n-dimensional cuando sus elementos son considerados
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como vectores sometidos a las dos operaciones lineales:

— Suma de vectores. La suma de dos vectores &, 3 € R™ es el siguiente vector de R™:
ZH+y=(z14+y1,.. s Tn+ Yn).

— Producto de un escalar por un vector. El producto de un escalar t € R por un vector & € R"
es el siguiente vector de R™:
tE = (txy, ..., tey).

(1,3,2,0) + (2,3,4,—3) = (3,6,6,—3); 4(1,0,—3) = (4,0, —12).

Ejercicio
Comprobar que estas operaciones lineales tienen las siguientes propiedades:
— Propiedades de la suma:
» Asociativa: £+ (§ + 2) = (T + ) + 7.
» Conmutativa: T+ ¢ =9+ 7.
= Vector nulo 0 = (0,...,0): Z+0 = 7.
= Vector opuesto —% = (—1)&: Z + (—Z) = 0.
— Propiedades del producto por un escalar:
= Escalar unidad: 1% = Z.
» Doble escalar: ¢(sZ) = (ts)Z.
— Propiedades mixtas:
» Distributiva del escalar: (t + )7 = ST.

I <
» Distrtibutiva del vector: t(¥ + §) = tZ + ty.

.

&

Estas operaciones se pueden realizar sucesivamente un niimero finito de veces.

Definicion

Diremos que un vector ¥ € R™ es combinacion lineal de los vectores 41, ..., 7, € R" si existen

escalares (ndmeros reales) t1,...,t,, tales que

T=t191 + - - + by
- J

(i) En R3, el vector (5,13,2) es combinacién lineal de los vectores (2,1,2) y (1,4,0) pues
(5,13,2) = 1(2,1,2) + 3(1,4,0).

(i) En R3, el vector (1,1,1) no es combinacién lineal de los vectores (0,1,1) y (0,2, 1).

(iii) En R™, sea la familia de vectores {€1, ..., €, }, donde €; tiene todas las coordenadas nulas
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excepto la que ocupa el lugar i, que vale 1, es decir,
ér = (1,0,...,0), €y =(0,1,...,0), e e, =(0,0,...,1).

Entonces cada vector ¥ = (x1,...,2,) € R™ es combinacién lineal de la familia anterior,
siendo los escalares las propias componentes del vector:

—

1+ + Tny.
- J

Definicion

Diremos que los vectores v7, ..., 7. de R™ son linealmente dependientes si existen nimeros

7 = a5

reales t1,...,t, € R, no todos nulos, tal que

t1171+~--+trl7726.
N J

Que unos vectores ¥y, ...,7, de R™ sean linealmente dependientes significa justamente que hay
alguno que puede escribirse como una combinacién lineal del resto: por ejemplo si , # 0, entonces

S L/ . " 1, tr—1
vrz__(tlvl+"'+trvr—1) ==V = r—1
ty t, ty
De la misma manera: si un vector ¢ es combinacién lineal de vectores 1, ..., 9., por ejemplo ¥ =
t1vh + - - - + t,-U,, entonces la familia ¥, ¥y, ..., ¥, es linealmente dependiente, porque

t1171+"'-|-tr’£_)’r—17=6

y hay un coeficiente que no es cero: el que multiplica a ¥, que es —1.

Para dos vectores, ser linealmente dependientes es lo mismo a ser proporcionales.
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Jueves 10 de septiembre

Familias de vectores que no son linealmente dependientes se llaman independientes. Mas concreta-

mente:
Definicién

Diremos que los vectores 7, ..., 7, de R™ son linealmente independientes (o que la familia

de vectores {¥1, ..., %, } es libre) si

t1171+...+trq77,:6 = t1:t2:-~~:t,r:0

&

-

Es decir: si una familia de vectores es linealmente independiente, ninglin vector de la misma puede

ser combinacién lineal de los demas.

(i) Los vectores (1,2), (1,3) de R? son linealmente independientes, pues si t1(1,2) +2(1,3) =
(0,0) entonces (t1 + to,2t1 + 3t2) = (0,0), es decir, t; + to = 0 = 2t; + 3to; por tanto
t] =ty = 0.
(ii) Los vectores (1,2) y (2,4) son linealmente dependientes, pues 2(1,2)+(—1)(2,4) = (0,0)
(iii) En R*, la familia de vectores {# = (1,2,4,5),5 = (0,2,0,0),z = (0,0,3,1),@ =
(0,0,0,4)} es libre, luego también lo son sus subfamilias {Z, 7/, @} y {2, u}.
(iv) En R™, la familia de vectores {é1,...,€,} es libre.
(v) También lo es la siguiente familia triangular, con a;; # O:

{(all, A12y -y aln), (0, A2y« «y agn), ey (0, 0, 000 ,ann)}.

_ J
(1) Probar que si #,...,7, € R™ son linealmente independientes, también lo es cualquier
subcoleccién de ellos.

(2) Probar que si ¥, ¥, ..., 7, € R" son linealmente dependientes, entonces
U1 + Vg, V2, ..., 0. € R"

también son linealmente dependientes.
(3) Probar que si U1, 0s, ..., 7, € R™ son linealmente independientes, entonces

U1 + Vo, Vg, ..., Uy cR"”

también son linealmente independientes.

-
(.
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Rango

Pasemos a la siguente cuestion: dados 1, Ua, . .., ¥ € R™, imaginemos que son linealmente depen-
dientes. Por tanto, hay un vector que es combinacién lineal de los otros, digamos que es el 7. Ahora
dados ¥, ¥, ...,0U,—1, ison linealmente dependientes? Si si, misma historia: hay un vector que es
combinacién lineal de los otros, y lo puedo eliminar. j Cudndo acaba este proceso? Cuando ya no
puedo quitar ninguno, porque los que tengo son linealmente independientes. Al nimero de vectores
que quedan se le llama rango.

Definicion

El rango de una familia finita de vectores de R™ es el maximo niimero de vectores linealmente

independientes que existen en dicha familia.

Noétese que basta que una familia contenga algtin vector no nulo para que su rango sea, al menos, 1.

Propiedades importantes del rango

(i) En R™, el rango de cualquier familia de vectores es menor o igual que n.

(ii) Si una familia de n vectores de R™ tiene rango n, entonces todo vector de R™ es combi-

nacién lineal de los vectores de la familia.

La condicién (ii) del anterior se expresa diciendo que n vectores de R™ linealmente independientes
engendran (o generan) todo el espacio vectorial, y también que forman una base de R™. (Para que
una familia de vectores engendre todo R", esa familia tiene que tener n vectores o mas; para que
sea base, debe tener exactamente n vectores.)

En el Bachillerato ya visteis qué es el rango de una matriz. Recordad que una matriz A de orden

m X n sobre R es un cuadro de niimeros reales dispuestos en m filas y n columnas:

all a2 e A1n

a1 a2 <. QA2p
A= (a) =

Aml1 Am2 ... Amn

Para las matrices, el rango se definia como el mayor nimero de filas linealmente independientes.

i Cual es la relacién con el rango de una familia de vectores 7

Dados vectores de R™

01 = (a11,a12,. .., 01n)
Uo = (az1,a22,...,02,)
Up = (aTlv Ar2y .- - 7CLT’n)7
el rango rg(v1,...,v,) de ¥y,..., U, es justamente el rango de la matriz A = (a;;) de los coeficientes
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de los vectores,

‘ rg(vh,...,0,) =rg(A)|,

porque cada fila de A representa justamente cada uno de los vectores ¥;.
.Y cdmo se calcula el rango de una matriz?

Definicion

Una matriz A se dice escalonada si verifica que, dada una fila, su primer elemento no nulo

esta estrictamente mas a la derecha que el de las filas anteriores.

Ejemplo

La matriz
1 2 3 4
01 2 3
0 00 5
0 00O
si es escalonada, mientras que
1 2 3 4
01 2 3
0 00 5
0 01 2

no es escalonada, porque la tercera fila tiene su primer coeficiente no nulo en cuarta posicién,
mientras que la cuarta fila tiene su primer coeficiente no nulo en tercera posicién. Tampoco

estd escalonada

oS O O =
S O = N
=W N W
N Ot W e

porque su segunda y tercera fila tienen su primer coeficiente no nulo en la misma posicién.
N J

Cualquier matriz puede convertirse en una matriz escalonada siguiendo 3 operaciones en filas:
(i) Intercambiar entre si dos filas de la matriz: F; <+ F)

(ii) Multiplicar una fila por un escalar no nulo: F; — AF;, con A # 0

(iii) Sumarle a una fila un miltiplo escalar de otra fila: F; — \F; + \F}.

Si conseguimos escalonar una matriz dada, calcular su rango es inmediato:

Propiedades sobre las matrices escalonadas

(i) Aplicar las tres operaciones filas anteriores no modifica el rango de una matriz.

(ii) Si A es una matriz escalonada, su rango es igual al nimero de filas no nulas.

Por tanto, a modo de resumen:
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Receta para calcular el rango de una familia de vectores v1, ..., v,

1. Poner las coordenadas de los vectores v, ..., ¥, en una matriz A.
2. Usar las 3 operaciones de filas anteriores para escalonar la matriz A.

3. El rango de A sera justamente el niimero de filas no nulas.
\ J

Ejemplo

Consideremos los vectores de R*

0 = (1,2,1,3), U2 = (2,4,3,7), U3 = (1,2,2,4), 4 = (3,6,4,10).

Para calcular su rango, colocamos sus coordenadas como columnas de una matriz y la escalo-

namos:
1 21 3
2 4 2 6
1 3 2 4
3 7 4 10

Primero hacemos

F2—>F2—2F1, F3—>F3—F1, F4—>F4—3F1,

obteniendo
1 21 3
00 00
0111
0111
Intercambiamos F5 y F3:
Fy +— F3,
y obtenemos
1 2 1 3
01 11
00 00
01 11
Finalmente,
Fy — Fy— Fy,
por lo que
1 2 1 3
01 11
00 0O
00 0O

10
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Hay exactamente dos filas no nulas. Por tanto,

rg(171317271737174) =2\

11
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Lunes 14 de septiembre

Vamos a estudiar un tipo muy concreto de subconjuntos de R": aquellos que preservan la suma y
producto por escalares.

Subespacios vectoriales

Un subespacio vectorial del espacio vectorial R™, es un subconjunto no vacio S C R" que
cumple:
(i) Siv,w €S, entonces T+ w € S.

(i) Site Ry ¥ €S, entonces tv € S.
N J

En consecuencia: si v, € .5,y t,s € R entonces tv + s € S.

Otra consecuencia importante: el vector O € S para cualquier subespacio vectorial S, porque 0 =
0-7 € S para cualquier 7 € S. Por tanto: dado un subconjunto S C R™, si 0 ¢ S, entonces sabemos
que S no es un subespacio vectorial.

(i) R* C R™y {0} C R son subespacios vectoriales.

(i) S={(z,y) € R?: x =y} C R? es un subespacio vectorial
(ii) S = {(z,y,2) €R3: 2 =5} C R3 no es un subespacio vectorial.

Vamos a ver ahora un ejemplo muy concreto de subespacio vectorial, que resultard ser el mas

importante.
Definicion
Dados vectores v, s, ..., U, € R™, el subespacio generado por vy, Vs, ..., U, €S

(Uh,U,...,0,) ={0 €R" | U =t10) + to¥a + - - - + t, ¥, con t; € R} CR"™.

Es decir, (01,72,...,7,) es el conjunto de los vectores que son combinacién lineal de una
familia de vectores ¥, ¥, . . ., U, de R™.
" J
Ejercicio
Comprobar que (¥, ¥s, ..., 0,) es en efecto un subespacio vectorial.
N J
Una observacién importante: consideremos el subespacio vectorial (¥, s, ..., 7,). Imaginemos que

ahora afadimos un vector que es una combinacién lineal de los otros como generador, por ejemplo
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consideremos

<U1, V9y .y Up, UL + 5U2>.
i Cudl es la relacién entre (U1, Vs, ..., 0p) y (U1,0a,..., Uy, 30U + 5Ui)? jSon iguales!
<171,172, . ,27,«> = <’l71,’l72, ey Upy U1 + 5’[72).

i Como se demuestra esto? En general, para comprobar que dos subconjuntos A, B son iguales, hay
que comprobar que todo elemento de A también estd en B y que todo elemento de B también esta
en A. Es decir, A C By B C A juntos significan que A = B.

Volviendo a nuestro ejemplo: comprobemos que (¥, ¥, ..., ¥,) = (¥, V2, . . ., Uy, 301 + 502)

Dado @ € (¥y, ¥a, . .., U,). Por definicién de espacio generado,
T=t01 + -+t

para ciertos t1,...,t. € R. Pero entonces ¥ también es una combinacién lineal de
U1y, Up, 301 + D

porque
U =101+ + .0, + 0(30) + 5v)

Por tanto, ¥ € (vy, Vs, . .., Uy, 301 + 5), y hemos demostrado que
<171,172, . ,Q7T> C <Q71,172, ey Upy U1 + 5’[72).
Reciprocamente: si ¢ € (¥, ¥, ..., 0,301 + Hila). Entonces, por definicién de espacio generado,

existen t1,...,t.,t € R tales que
U =1 1+"'+tr17r+t(3171+5172).

Reagrupando,
U= (tl + 3t)171 + (tQ + 5t)172 + t3U3 + - - + tp Uy,

asi que ¥ también esta en (U1, s, ..., ¥,), asi que concluimos.

Si S =1((1,2,0),(—2,3,1)), entonces
S=1{((1,2,0),(-2,3,1),(3,—1,-1),(1,5,1))

porque
(37 _]-7 _1) = (17270) - (_233’ 1)

(1,5,1) = (1,2,0) + (—2,3,1).

13
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Definicion
Si S es un subespacio vectorial de R™, se dice que S estd generado por vectores v, o, . .., Uy €

R™ si S = (¥, ¥, ...,U,). Se dice también que ¥, ¥, ..., 7, € R™ son un sistema de gene-
radores de S.

Propiedad importante

Todo subespacio vectorial esta generado por algunos vectores. Es decir, cualquier subespacio

vectorial S C R" es de la forma S = (07,0, ..., Up).

iOjo! Lo explicado anteriormente significa que un mismo subespacio vectorial admite sistemas de
generadores diferentes. También justifica lo siguiente: dado

S = <77171727" '7UT>7

si hay algln vector que es combinacién lineal del resto, puedo quitarlo (igual que en el ejemplo anterior
el vector 39 + 59, puede quitarse como generador de (U1, Ua, . . . , U, 301 +502) ). De los r — 1 vectores
resultantes, si hay alguno que es combinacién lineal del resto, entonces misma historia: puedo quitarlo.
i Cuadndo acaba este proceso? Precisamente cuando me quede con una familia de vectores linealmente
independientes. Al niimero de vectores con los que me he quedado como generadores se le llama la

dimensién, y a tales vectores base.
Definicién

Se llama base de un subespacio vectorial S a toda familia by, ..., by de vectores linealmente

independientes que genera S.

Es un teorema (que no veremos en esta asignatura) que cualquier base de un subespacio

vectorial dado tiene el mismo niimero de vectores. La dimensién de un subespacio vectorial S

es el nimero de vectores que tiene cualquier base, y se denota como dim S.
N J

Recordad la familia de vectores de R™ (visto como subespacio vectorial de R™)

& =(1,0,...,0), &=(0,1,...,0), ..., & =1(0,0,...,1).

Hemos visto que generan R™ y que son linealmente independientes. Por tanto forman una base
de R™, que se llama base canédnica. En particular, dim R"™ = n.

-
-
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Martes 15 de septiembre

Hemos visto el subespacio vectorial (¥, 79, ..., 7,) generado por unos vectores ¥y, U2, . .., U, € R™.
i Cudl es su dimensiéon? Tenemos

Importante

| dim (@1, B, -, ) = rg(F1, B, - - -, )

i Por qué? dim(vy, ¥, . .., U,) es el nimero de vectores de cualquier base de (1, s, . .., ¥,). Como,
por definicién ¥, Ua, . . ., U, generan (¥y, ¥a, . .., U,), una base de dicho subespacio vectorial esta dada
por una subcoleccién que contenga el nimero méximo posible de vectores linealmente independientes.
Esto es precisamente el rango.

Kahoot

Hemos hecho el siguiente Kahoot en clase. jTratad de respoder por vosotros mismos a estas preguntas
para aseguraros que estais comprendiendo la asignatural

1. Siv=(1,2,3) y w = (4,5,6) entonces v + w es...
(a) (2.3,4)
(b) (5,7,9)
() (~4,1,0)
(d) (0,0,0)
2. Verdadero o falso: los vectores e; = (1,0) y e2 = (0, 1) son linealmente independientes.
(a) Verdadero
(b) Falso
3. Verdadero o falso: los vectores e; = (1,0) y w = (7,0) son linealmente independientes.
(a) Verdadero
(b) Falso
4. Verdadero o falso: los vectores e; = (1,0) y w = (7, 1) son linealmente independientes.
(a) Verdadero
(b) Falso
5. El rango de unos vectores v1,...,v, € R" es...
(a) r
(b) El nimero maximo de vectores linealmente dependientes
(c) El nimero maximo de vectores linealmente independientes
(d)n—r
6. Si vi,vs,v3 € R?, jcudl de las siguientes afirmaciones es cierta?

(a) wv1,v2,v3 son una base

15
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10.

(b) w1, vs,v3 siempre generan un subespacio de dimensién 3 en R?
(c) rg(vi,ve,v3) =1
(d) w1, v2,v3 son linealmente dependientes
Verdadero o falso: S = {2,3,5,7,11,13,17,... } C R es un subespacio vectorial de R.
(a) Verdadero
(b) Falso
Verdadero o falso: S = {(z,y) € R? : x — y = 0} C R? es un subespacio vectorial de R?
(a) Verdadero
(b) Falso
Si v1,...,v, € R™ son linealmente independientes, jcual de las siguientes afirmaciones es
cierta?
(a) rg(vi,...,v) <r
(b) dim(vy,...,vp) >
(c) r<n
(d) r>n
Sivy,...,v, € R™ son linealmente dependientes, jcudl de las siguientes afirmaciones es cierta?
(a) rg(v1,...,vp) =7
(b) dim(vy,...,vy) <7
(c) Ningin vector es combinacién lineal de los otros
(

d) Forman una base de R"

Interpretacion geomeétrica de los subespacios vectoriales

La dimensién de un subespacio vectorial nos indica cuintos vectores linealmente independientes

necesitamos para generar todo el subespacio.

En particular, los posibles subespacios de R? son:

= de dimensién 0: Gnicamente {0};

= de dimensién 1: una recta que pasa por el origen;

= de dimensién 2: todo R2.

Por tanto, geométricamente:

Y Y Y

{0}

Dimensién 0 Dimensién 1 Dimensién 2
una recta por el origen todo R?
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En R? tenemos cuatro posibilidades:

= de dimensién 0: Gnicamente {0};
= de dimensién 1: una recta que pasa por el origen;
= de dimensién 2: un plano que pasa por el origen;

= de dimensién 3: todo R3.

Yy
Yy
x
- x
{0} 2
z Dimension 1
Dimensién 0 una recta por el origen
Yy Y
x x
z z
Dimension 2. Dimensién 3
un plano por el origen todo R3

Importante: los dibujos representan un ejemplo de cada caso. Hay infinitas rectas por el origen en
R? y R?, y también infinitos planos por el origen en R3.

En general, un subespacio vectorial de dimensién d de R™ es un “espacio d-dimensional” que pasa

siempre por el origen.

17
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Miércoles 16 de septiembre

Veamos algunos ejemplos.

Calcular la dimensién del subespacio vectorial generado por los vectores
v = (1,2,0), ve = (—2,3,1), vy = (3,-1,-1), vy = (-1,5,1),

y obtener una base.

El subespacio que queremos estudiar es
S =S <Ul7 V2, V3, U4>-

Para determinar la dimensién y una base, colocamos los vectores como filas de una matriz y
la escalonamos:

1 2 0
-2 3 1
3 -1 -1
-1 5 1

1 2 0 1 2 0
-2 3 1 F2_>E|>.2F1 0 7 1
R $ =1 =l
-1 5 1 -1 5 1
1 2 0 120
F3—F3—3F F3—F3+F;
Foigr (007 1| ESETE (007 1
0 -7 -1 000
0 7 1 00 0

La matriz escalonada tiene dos filas no nulas. Por tanto,

Gms=3]

Ademas, las dos primeras filas de la matriz resultante pueden tomarse como base de S: los
vectores

(1,2,0),(0,7,1)

forman una base de S.

18
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y sea
S = (W, Ws).

Determinar si el vector
7= (-1,2,—6)

pertenece a S.
Método 1: comparaciéon de rangos.
El vector U pertenece a S si y solo si anadirlo a los vectores generadores no aumenta el rango.

Por tanto, calculamos

rg (W, W) y rg(w, We, V).
Es decir,
2 5 0
r 2 2 ¢ r 1 1 2
g 1 -1 _9 y g
-1 2 -6

Para la primera matriz, escalonamos:

2 5 0 Fio R -1 -1 -2 Fy— Fy+2F) -1 -1 -2
T, 2 5 0 0 3 -4/

2 5 0
=2
e (—1 1 —2)

También se podia haber hecho directamente porque w; y w> no son proporcionales.

Por tanto,

Ahora escalonamos la matriz que incluye también a -

2 5 0 -1 -1 -2
1 1 2| Rl 2 5 0
-1 2 -6 -1 2 -6
PoosFyt2m [—1 —1 =2 -1 -1 -2
F34>£J'37F1 0 3 _4 FSHEJ%*FQ 0 3 _4
0 3 —4 0 0 0
Asi,
2 5 0
rg| -1 -1 —-2| =2
-1 2 -6
Como
2 5 0
r 2 g 0 =T 1 1 21 =2
-1 2 -6
concluimos que
veS
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Método 2: expresion como combinacion lineal.
Por definicién,

—

ve s

si y solo si existen t,s € R tales que

=t + swWo.

<L

Sustituyendo los vectores,
(-1,2,—-6) = t(2,5,0) + s(—1,—1,-2).
Igualando coordenadas, obtenemos el sistema

2t — s = —1,
ot — s =2,
—2s5 = —6.

De la tercera ecuacion,

Sustituyendo en la primera ecuacion,
2t—3=-1 = t=1.

Comprobamos que estos valores satisfacen también la segunda ecuacioén:

5(1)—3=2

Por tanto,
t=1, s =3,

y

U = w1 + 3ws.
En efecto,

(2,5,0) +3(—-1,-1,-2) = (—1,2,-6).
Por tanto,
vesS|
S J
Sean
Wy = (37 1 1)7 Uy = (_172’())7 w3 = (0, 7, _1)7

y sea
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Determinar, en funcién del pardmetro A, si el vector
7= (1,5,)

pertenece a S.

Solucion.
El vector ¥ pertenece a S si y solo si al afadirlo a los vectores generadores no aumenta el
rango. Por tanto, comparamos

3 1 -1

rg(wy, Wy, W) =rg | -1 2 0

0o 7 -1

con

3 1 -1

o |12 00
rg(wy, W, Ws, ¥) = rg S

5 A

Comenzamos calculando el rango de la primera matriz. Para facilitar el escalonamiento, cam-
biamos de signo la segunda fila e intercambiamos las dos primeras filas:

3 1 —1 3 1 -1 1 -2 0
12 o |1 9 o |PRP |3 1 1
0 7 -1 0 7 -1 0 7 -1

Ahora anulamos los elementos que estan por debajo del primer elemento no nulo de la primera
fila:

1 -2 0 1 2 0
Fy—Fy—3F 7 1 EES R 0 7 1
0o 7 -1 0 0 0
Por tanto,
3 -1
rg|—-1 2 0 | =2
0 7 -1

Ahora afiadimos ¥ como una nueva fila:

3 1 -1
-1 2 0
0 7 -1
1 5 A
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Realizamos las mismas operaciones iniciales:

3 1 -1 1 -2 0
Fyy—Fy 1 -2 0 FioR 3 1 -1
0o 7 -1 0 -1
1 5 A 1 5 A

Anulamos ahora los elementos situados debajo del primer elemento no nulo de la primera fila:

1 -2 0
%41%4:3£1 0 7 - ]-
- 0 7 -1

0o 7 A

Finalmente, anulamos los elementos situados debajo del primer elemento no nulo de la segunda
fila:

1 -2 0
el o7
- 0 0 0

0 0 A+l

Por tanto tenemos

= o o = 2, Ax=-1
rg (W, We, Ws, ¥) = }
3, A£-_1

Es decir, ¥ € S 'si A = —1, y por otra parte ¥ ¢ S si A # —1. En conclusién,

7eS < A=-1

Algunas propiedades sobre la dimension

(a) SCT = dim(5) < dim(7T).
En particular, S CR" = dim(S) < n.

(b) SCT y dim(S)=dim(T) = S=T.
En particular, S CR" y dim(S)=n = S=R"

(c) Si{th,¥a,...,0,} es una familia libre de vectores del (sub)espacio vectorial V'y dim(V') = k,
entonces r < k.

En particular, {71, 2, ..., 0, } familia libre de vectores de R" — r < n.
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Jueves 17 de septiembre

Empecemos por revisitar el ejemplo del miércoles, en el que empleamos dos métodos. Vamos a ver
cémo podemos rehacerlo, utilizando el método 1 de la comparacién de los rangos, para ver cémo
podemos obtener la combinacién lineal exacta en la que expresar ¥ como combinacién lineal de
y Ws, sin utilizar el método 2.

Sean

y sea

Se trata de determinar si el vector
v=(-1,2,-6)

pertenece a .S, y en tal caso expresar ¥ como combinacion lineal de Wy, ws.

Solucién.

Para determinar si ¥ pertenece a .S, consideramos la matriz cuyas filas son w1, Ws, ¥/, como
hicimos, pero esta vez vamos a afiadir a la derecha una matriz identidad:

— —
w w:

1 2 T
2 5 0 1 0 O
-1 -1 =210 1 O
-1 2 —-6(0 0 1

Las tres primeras columnas contienen los vectores i, wWs, ¥, mientras que las tres dltimas
columnas nos permitiran registrar las operaciones realizadas sobre las filas. Los coeficientes
que apareceran en cada paso, en una fila dada de la matriz de la derecha, indican la combinacién
lineal exacta de wi, ws, U en la que expresar el vector fila de la matriz de la derecha.

Para facilitar el escalonamiento, cambiamos primero de signo la segunda fila e intercambiamos
las dos primeras filas:

2 5 0100 2 5 01 0 o0
1 -1 =200 10 | 1 1 20 -1 0
1 2 —6/0 0 1 12 —6/0 0 1

1 1 2|0 -1 0
2 5 011 0 O
-1 2 -6/0 0 1
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Ahora anulamos los elementos que estan por debajo del 1 de la primera fila:

Fo—sFy—2F; 11 2|0 -1 0
Bolthd g 3 401 2 0

03 —4(0 -1 1

Por ejemplo, viendo la segunda fila, vemos que el vector (0,3, —4) puede expresarse como
combinacién lineal de 1, ws, ¥ como

(0,3,—4) = W + 2w + 0.
Finalmente, anulamos la tercera fila:

11 2|0 -10
-4 1 2 0
00 O0|-1 =31

F3—F3—F>
~Y

La dltima fila nos proporciona la informacién que buscamos. Las tres primeras entradas son
cero, lo que significa que hemos obtenido una combinacién lineal nula de los tres vectores:

— 1% — 3y + 17 = 0.

Por tanto,
U = W1 + 3wWs
En efecto,
(2,5,0) +3(-1,-1,-2) = (—1,2,—6).
Asi pues,

vesS
y la combinacién lineal buscada es

U = W1 + 3ws |.

- J

A modo de resumen: la matriz identidad que hemos anadido a la derecha sirve para “recordar” las
operaciones realizadas sobre las filas. Al finalizar, la dGltima fila de la parte izquierda se ha convertido
en

0= (0,0,0),

mientras que la parte derecha contiene
(-1,-3,1).

Estos niimeros son precisamente los coeficientes de una combinacién lineal de w1, wWs, U que da cero:
— Wy — 3Wy + U =0.

Despejando ¥, obtenemos la combinacién lineal buscada.
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Coordenadas de un vector en una base

Si § C R™ es un subespacio vectorial de dimensién d, y 51,...,5d es una base, existen t1,...,1q4
unicos tal que
T=t1b1 + ... taby.

Que existan se debe a que una base siempre genera, y que son (nicos se debe a que si

T=t1b1 + ... tqby

y
U= 81b1 + ... 8qbg,
entonces
0:17—17:(tl—Sl)bl—l—...(td—Sd)bd,
y como 51, ey 5d son linealmente independientes, esto implica que

t1281, )t2282 ; ey tg = sq.

Definicion

A esos escalares tnicos (t1,...,tq) se le llaman las coordenadas del vector U € S en la base

bi, ..., ba.

No deberia de extrafiar que (t1,...,%;) sea un elemento de R?. De hecho, poner coordenadas es
una manera de “identificar” el subespacio d-dimensional S con R%: en ambos casos, un vector est4
determinado por una coleccién de d nimeros!

(1) Ya hemos dicho que cada vector ¥/ = (z1,...,2,) € R es combinacién lineal de la familia
anterior, siendo los escalares las propias componentes del vector:

U=ux1€] + -+ T,En.

Como €1, ..., &, son base de R", las coordenadas del vector ¢ en dicha base son (z1,...,z,).
jLas mismas! Por eso a la base €1, ..., ¢, se le llama la base candnica de R™.
(2) Sean
wy = (27570)7 2 = (_1a_17_2)7
y sea

S = (W, W)

del ejemplo anterior. Los vectores w7, W son linealmente independientes, y generan S, asi que
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forman una base de S. j Cudles son las coordenadas del vector
7= (-1,2,-6)

en dicha base?

Como ¥ = W + 3w, entonces sus coordenadas en dicha base son (1,3).

Matrices

Todos habéis visto matrices, pero a modo de repaso:

Definicion

Una matriz A de orden m x n sobre R es un cuadro de nimeros reales dispuestos en m filas
y n columnas:
all a1 oo Q1
asy ano ... Qon
A= (a) =
Aml1 Qm2 ... Qmn
_ J

La matriz se escribe en la forma abreviada A = (a;;) siendo a;; al nimero real que ocupa la
interseccién de la fila i-ésima con la columna j-ésima. Dos matrices A = (a;;) y B = (b;;) son
iguales si son del mismo orden y sus elementos con indices iguales coinciden: a;; = b;; para cada i, j.

Las matrices m X n se suman y se multiplican por escalares como los vectores, componente a
componente, y tienen las mismas propiedades; se tratan como si fuera un vector de R”" escrito en
una disposicion particular. Al fin y al cabo, dar una matriz m x n consiste simplemente en dar m

vectores (vectores fila) de R”.

e 3 =5 0 B 0 -2 -10 ALB = 3 =7 =10 T4 = 21 =35 O '
5 1 2 4 3 -1 9 4 1 3 7 14
También podemos multiplicar matrices:

Definicion

Si A = (ai;) es una matriz m x n'y B = (b;;) es una matriz n x r, llamaremos producto de

A por B a la matriz A - B = (¢j;) de tamafio m x r dada por

n
cij = @ib1j + aigboj + -+ + Ginbnj = Y aikby;
k=1
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Comprobar que la multiplicacién A - B se puede hacer de la siguiente manera: si A = (a;;) y

B es una matriz cuya i-ésima fila estd dado por un vector B; € R", entonces la fila i-ésima
de A - B esta dada el vector a;1B1 + aioBs + - - - + a;nBy,.

Cuando los productos indicados son posibles, se cumplen las siguientes propiedades:

» Asociativa: A(BC) = (AB)C.
» Elemento neutro: Si A € M(m X n) se verifica I,,A = Al, = A, donde I, es la matriz
identidad de orden n,

0
0
I, =
00 --- 1
» Distributiva del producto con respecto de la suma:
AB+C)=AB+ AC , (B+C)A=BA+ CA.

En general, el producto de matrices no es conmutativo. Si A es una matriz m x n y B es una matriz
n x m, las multiplicaciones AB y BA tienen sentido. AB serd una matriz m x m y BA una matriz
n X n. Para que AB y BA sean iguales es necesario que m = n, pero incluso en ese caso pueden
ser diferentes.

Definicién
Si A es una matriz cuadrada de orden n, diremos que A es invertible si existe una matriz cua-

drada B del mismo orden que verifica BA = AB = I,,. Si existe, esta matriz es necesariamente
Gnica, porque si C' es otra matriz que satisface CA = AC = I,,, entonces

B =BI,=BAC =I,C =C.

la llamaremos matriz inversa de A y la denotaremos por A~'; las ecuaciones que la definen
son
ATTA=AAT =11,
N J

En realidad, basta comprobar una de las igualdades BA = I, 6 AB = I, para asegurar la otra
igualdad.

i Como calcular la inversa de una matriz?

Sea A una matriz n X n. Para calcular su inversa, buscamos una matriz

B = (b;;)

27



Matematicas | Tema 1: Algebra Lineal

de orden n tal que
BA =1,.

Denotemos por 71, ..., 9, las filas de A. Por el ejercicio anterior (que debéis hacer!), la fila i-ésima
de BA es el vector fila
bi1U1 + bio¥a + - - - + binUp.

Por tanto, la condicién BA = I,, equivale a exigir que

b117U1 + b12¥U2 + - - - + b1 Uy 10 - 0

b217U1 + bao¥2 + - - - + bay Uy o1 -0
. = In = . .

b1 + bp2¥a + - - + buptn 00 - 1

Ahora bien, lo explicado en el primer ejemplo es que estas combinaciones lineales del tipo b;19; +
bijoUs + - - - + by U, de las filas de A son las que obtenemos al realizar operaciones elementales por
filas sobre A, donde los coeficientes b;; son los coeficientes que aparecen en la parte derecha cuando

(a|n).

Cada operaciéon elemental por filas que aplicamos a la parte izquierda transforma sus filas en nuevas

hemos anadido la matriz identidad:

combinaciones lineales de las filas originales de A. Al realizar exactamente las mismas operaciones
sobre la parte derecha, los coeficientes de dichas combinaciones lineales quedan registrados en la
matriz que inicialmente era I,,.

Por tanto, si mediante operaciones elementales conseguimos transformar A en I,
(41 )= (m]B).

la matriz B que se obtiene a la derecha una vez que en la parte izquierda hemos obtenido la matriz
identidad contiene los coeficientes de las combinaciones lineales de las filas de A que producen las
filas de I,, (porque buscamos B tal que BA = I,,). Es decir,

B=A"1|

A esta forma de calcular la inversa de una matriz se le llama el método de Gauss—Jordan:

operaciones elementales por filas _
(A\g) LA,

Ahora bien: jcuando podemos transformar nuestra matriz cuadrada A en la matriz identidad por
operaciones de fila? Como ya hemos explicado, las operaciones fila no cambian el rango, asi que para
poder transformar A en la identidad necesitamos

De no ser asi, obtendriamos una fila de ceros, ya que el rango seria menos estrictamente de n.
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Por tanto:

Importante

Si A es una matriz cuadrada de orden n, entonces

A es invertible <= rg(A) =n|

Notar que como A es una matriz cuadrada de orden n, entonces que A tenga rango n significa que
A se puede convertir en una matriz escalonada donde ninguna de las filas tiene todos sus coeficientes
cero. Esto equivale exactamente a decir que A puede transformarse en la matriz identidad por
transformaciones de fila (primero se hacen cero la parte triangular inferior, y después la superior).

En la préxima clase, haremos algunos ejemplos de calcular inversas de matrices usando el método de
Gauss—Jordan.
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Jueves 24 de septiembre

La semana pasada explicamos cémo calcular la inversa de una matriz por el método de Gauss-Jordan.

A modo de resumen, aqui va una receta:

Receta para calcular la inversa de una matriz mediante Gauss—Jordan

Sea A una matriz cuadrada. Para calcular A~!, seguimos estos pasos:

1. Escribimos la matriz A junto a la matriz identidad del mismo tamafio:

(4]1).

2. Aplicamos operaciones elementales por filas para tratar de transformar la parte izquierda

(al1)—(1|B).

3. Si en la parte izquierda obtenemos una fila de ceros, A no es invertible.

en la matriz identidad:

Si nunca obtenemos una fila de ceros en la parte izquierda, entonces la parte izquierda si
se puede convertir en I, y la matriz que obtenemos en la parte derecha es precisamente
la matriz inversa de A:

B=A"1]
N J

Ejemplo

Calculemos la inversa de la matriz
1 2
A= .
11

Para encontrar la inversa, colocamos la matriz identidad a la derecha de A y aplicamos ope-

raciones elementales por filas hasta transformar A en la identidad:

1 211 0
1 1]0 1 )°

FQ-}FQ—Fli

1 211 0
0 —1|-1 1/

Multiplicamos la segunda fila por —1:
Fo — —F5:

1 2(1 0
0 1|1 =1/

30

Primero hacemos




Mateméticas | Tema 1: Algebra Lineal

Finalmente, hacemos
F1 = F1 = 2F2 :

1 0/-1 2
0 1|1 -1/

Hemos transformado A en la matriz identidad. Por tanto, A es invertible (no hemos obtenido

ninguna fila de ceros en el proceso) y la matriz que ha quedado a la derecha es A~

Calcular, en funcién del parametro A € R, la inversa de la matriz

]

Aqui, es inmediato saber cudndo la matriz es invertible: A ya es una matriz escalonada,
independientemente del valor de \. Por tanto rg(A) es el nimero de filas no nulas. O sea, si
A =0, A no es invertible, y si A #£ 0, A si es invertible.

Calculemos ahora la inversa de A cuando ésta existe, es decir cuando A # 0. De nuevo,
colocamos la matriz identidad a la derecha de A y aplicamos operaciones elementales por

1 201 0
0 X0 1]/

1
Fz—)—FQI

filas:

Dividimos la segunda fila entre A:

A
1 211 0
0 1|0 3 /°
Finalmente, hacemos
F1—>F1—2F2:
1 0|1 -2
0 1/0 3 J
Por tanto, para A\ # 0,
2
1 =
Al = %
0 =
A
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Mas sobre el rango de una matriz

Sea A una matriz de orden m x n. Recordad que el rango de A se ha definido como el nimero

maximo de filas linealmente independientes. Ahora bien, jqué se puede decir sobre las columnas de
A?

Ya vimos que las operaciones elementales por filas no cambian las relaciones de dependencia lineal
entre las filas (fue un ejercicio). jPero lo mismo pasa con la dependencia lineal de las columnas!

De forma intuitiva, veamos por qué: supongamos que

a1 a2 o Qlp
G21 Q2 Q2p
A=
Gml Am2 - Amn
y sumamos la segunda fila a la primera,
air +az1 a2 +az -0 aip t+ap
- az1 a22 e Q2n
am1 am?2 T Amn,
Afirmo que las columnas C1, ..., C, de A son linealmente dependientes (o independientes) si y solo
si las columnas C1,...,C/ de A’ son linealmente dependientes (o independientes).

Para ver por qué pasa, imaginad que tenemos una relaciéon de dependencia lineal entre las columnas

t101+-~-+tn0n:6.

En coordenadas, esta igualdad se traduce al sistema de ecuaciones

aiity +aista + - +apty, = 0
ao1ty + agaty + -+ +agpty, = 0
amit1 +amata + -+ amntn, = 0

Pero entones si escribimos en coordenadas t,C] + - - - + t,,C/, obtenemos

(a11 + az1)ty + (a12 + a)ts +- - + (a1 +a2p)tn, = 0
azity + agto + - +amty, = 0
am1ty + amate + -+ + ampt, = 0
asi que si tq,...,t, son soluciones al primer sistema de ecuaciones, también lo son para el segundo,
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porque la primera ecuacién resulta de la suma de las dos primeras ecuaciones del sistema original.
Por tanto
! / o
tC1+ - +t,C,, =0
para los mismos t;.
En resumen,

Importante

Las operaciones elementales en filas no cambia la dependencia o independencia lineal de las

columnas de una matriz.

i Por qué es util esto? Recordad que, mediante operaciones elementales por filas, podemos transformar
A en una matriz escalonada:

aiq * * * *
ahy % ¢
/
ail ai9 . ain 0 0 0 azy - *
a1 a2 e a2n
A= — .
0 0 0 dy

donde los simbolos * representan nimeros cualesquiera y los primeros elementos a;j de las filas
no nulas son los llamados pivotes, que son no nulos. Cuando tenemos una matriz escalonada, es
muy facil decirdir cual es el rango: es el nidmero de filas no nulas, porque los “escalones” hacen
que las filas no nulas no puedan ser combinacién lineal de las otras. Claro, pero cuando la matriz
es escalonada, jel mismo argumento se puede hacer sobre las columnas! Las columnas a las que
pertenecen los pivotes son linealemente independientes, y éste es el nimero maximo de columnas
linealmente independientes. ; Cuantos pivotes hay? Tantas como filas no nulas, es decir, jtantas como
el rango de la matriz!

Como las operaciones elementales no cambian la dependencia o independencia lineal de las columnas,
lo mismo se puede decir de las columnas de A. Es decir:

Importante

El rango de una matriz A es igual al nimero maximo de columnas linealmente independientes
de A:

rg(A) = (n.2 méx. de filas lin. indep.) = (n.2 méax. de columnas lin. indep.)

NS J

Por tanto, a modo de resumen:
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Rango de una matriz

Si A es una matrix m X n con vectores fila Fy, ..., F,, € R" y vectores columna C4,...,C, €
R™, entonces

rg(A) =rg(F, ..., Fy)

= (n.2 méx. de filas lin. indep.)

= dim(Fy, ..., Fy)
=rg(C1,...,Cp)
= (n.2 max. de columnas lin. indep.)
= dim(C1,...,Cp).
N J
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