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El simbolo A\ denota ejercicios dificiles, y van acompanados de una indicacion para hacerlos.

1.

10.
11.

Probar que un espacio topoldgico X es conexo si y sélo si toda aplicacién continua X —
{0,1} es constante.

. Probar que un espacio topoldgico es conexo si y s6lo los tinicos subconjuntos con frontera

vacia son el vacio y el total.

. Probar, usando argumentos topolégicos, el Teorema de Bolzano del cédlculo: si f : [a,b] — R

es una funcién continua tal que f(a)-f(b) < 0, entonces existe un ¢ € (a, b) tal que f(c) = 0.

. Mas generalmente, probar el siguiente Teorema del valor intermedio: si X es un espacio

conexo, f : X — R es una funcién continua, z,y € X con f(x) < f(y) y c € (f(x), f(y)),
existe un punto z € X tal que f(z) = c.

. Probar que ninguno de los espacios (0, 1), (0,1] y [0, 1] es homeomorfo a otro de ellos.

o
. Sea A C X un subespacio conexo. ;Es su interior A conexo? ;Es su frontera JA conexa?

(¢}
Si Ay 0A son conexos, jes A conexo?

. ¢ Son homeomorfos una recta y el espacio que se obtiene de considerar una circunferencia

y la recta tangente a ella en un punto dado?

. Clasificar las letras del abecedario (como se muestran a continuacién) segin su clase de

homeomorfia, es decir, decidir qué letras son homeomorfas entre si:

ABCDEFGHIJKLMNNOPQRSTUVWXYZ

. Probar que todo subespacio conexo estd contenido en una tnica componente conexa.

Probar que toda componente conexa de un espacio topologico es un cerrado.

Probar que si un espacio topolégico tiene un nimero finito de componentes conexas,
entonces toda componente conexa es también un abierto.

Definiciéon. Un espacio topolégico X se dice totalmente disconero si los Unicos subespacios
conexos no vacios son los puntos.

12.
13.

14.

Probar que todo espacio topoldgico totalmente disconexo es T7.

Probar que todo subespacio de un espacio topoldgico totalmente disconexo es totalmente
disconexo.

Probar que si un espacio Hausdorff cumple que todo abierto tiene clausura abierta, en-
tonces es totalmente disconexo.



15.

16.

17.

18.

19.
20.

Sea X un espacio topologico, y definamos la siguiente relacion: x ~ y si y sélo si hay un
conexo que los contiene.

a) Probar que la relacién anterior es de equivalencia.

b) Probar que hay una biyeccién
X/ ~— Comp(X)

que manda [z] a la Gnica componente conexa que contiene a z.

Sea X un espacio topologico, y definamos la siguiente relacion: x ~ y si y sélo si hay un
arco que une T e y.

a) Probar que la relacién anterior es de equivalencia.
b) Probar que hay una biyeccién
X/ ~— m(X)
que manda [z] a la inica componente arco-conexa que contiene a x.

Sea X’ = ([0,1] x 0)U ({1/n: n € N} x [0, 1]). El propésito de este ejercicio es probar que
el peine del topdlogo X := X'U{(0,1)} no es arco-conexo. La idea es que todo camino que
empieza en el punto (0,1) debe ser constante. Sea o : I — X un arco de extremo inicial
o(0) = (0,1).

a) Probar que Y := {1/n:n € N} U{0} es totalmente disconexo.

b) Sea A:={tel:0(t)=(0,1)} C I. Probar que A es cerrado.

El resto del ejercicio trata de probar que A es también abierto, de modo que A = I por

o
ser I conexo y A no vacio. En concreto, trataremos de probar que A = A. Es decir, si
to € A, se trata de probar que existe un § > 0 tal que J := (to — d,to +0) NI C A.

¢) Probar que existe un § > 0 tal que o(t) € [0,1] x 0 C X cuando t € (tg — d,tg + 0).

d) Probar que la composicion f
to—bto+6) I3 X HRZLR
( :

es continua y tiene imagen contenida en Y.
e) Probar que f(J) consiste en un tinico punto.
f) Concluir que J C A.

Sea P una propiedad topoldgica, sea X un espacio topolégico y sea U C X un abierto.
Probar que si X es localmente P, también lo es U.

Probar que cualquier abierto conexo de un espacio localmente arco-conexo es arco-conexo.

Decidir si los siguientes espacios topolégicos son o no conexos, arco-conexos, localmente
conexos o0 localmente arco-conexos.

a
b

) (R, Tgrosera)-
) (R, Tdiscreta)-
¢) (R, Teofinita)-
d) (R,7={ACR:33¢ A} U{R}).
) (R,7={ACR:33e€ A} U{0}).
) Ror={ACR:2€ A= —x € A}).

e

f



