Geometria y Topologia de Superficies
Curso 2026/2027

Problemas - Compacidad

Ultima vez actualizado: 12 de septiembre de 2026

El simbolo /A denota ejercicios dificiles, y van acompanados de una indicacién para hacerlos.

1.

Sea Y un subespacio de un espacio topolégico X. Demostrar que Y es compacto si y sélo
si todo recubrimiento de Y por abiertos de X contiene una subcoleccién finita cubriendo
ayY.

Sea X un conjunto y 71 y 72 dos topologias en X con 71 C 79. Probar que si (X, 72) es
compacto, entonces (X, 71) es compacto.

Decir razonadamente si son o no compactos los siguientes subconjuntos de R o de R?:

a) [0,1) h) {(z,y) € R? | 22 4+ ¢y% =1}
) [0, o) i) {(.y) € B2 [[o] + Iyl = 1)

;; ?QU[O’I] ) A(z,y) eR? |22 +92 < 1}

e) [-3,2]U[4,5] k) {(z,y) eR* |z >1,0<y<1/z}
Honu{2+LiineN} 1) {(z,0) |z e R} U{(1/n,1/n) | n € N}
9) [0,1]u{2+4 2 |neN}U{2} m) Unen {1} x [0, 1]

4. Decidir si los siguientes espacios topoldgicos son o no compactos:

a Ra 7’grosem) .

b Ra 7—discreta) .

R, 7-coﬁnita) .

(
(
(
(R,7={ACR:33¢ A} U{R}).
(
(

o

e) R,r={ACR:33€ A} U{0}).

)
)
)
d)
)
f) Rer={ACR:z€ A= —x € A}).

Si X es un espacio topoldgico y (z,)n>1 €s una sucesién en X convergente a xg € X,
probar que el conjunto A := {x, : n > 1} U {xp} es compacto.

Probar que la unién de una coleccion finita de subconjuntos compactos de un espacio X,
es un compacto; pero que la unién arbitraria no es necesariamente compacto.

Probar que la interseccién de una colecciéon de subconjuntos compactos de un espacio
Hausdorff X es compacta.

El propésito de este problema es comprobar que si el espacio X no es Hausdorff, la
interseccion de dos subconjuntos compactos no es necesariamente compacta.

Sea X := {-1,0,1,2,3,...} con la topologia generada por los subconjuntos {n} para
n>1,1{-1,1,2,3,... v {0,1,2,3,...}.



a) Describir explicitamente esta topologia.
b) Probar que X no es Hausdorff.

¢) Encontrar dos compactos cuya interseccion no sea compacta.

9. Probar que todo subconjunto infinito de un espacio topolégico compacto tiene algiin punto
de acumulacién.

Definicién. Sea X un conjunto. Se dice que una familia de subconjuntos €& = (A;);es tiene
la propiedad de la interseccion finita (P.I.F.) si cualquier subfamilia finita tiene interseccién no
vacia.

10. Demostrar que un espacio X es compacto si y sélo si toda familia £ de cerrados de X con
la P.I.LF. tiene interseccién no vacia.

(Pista: Notar primero que una colecciéon de subconjuntos (B;) recubre X si y solo si la
interseccion de sus complementarios es vacia).

Definicion. Sea X un espacio topoldgico.

(a) Se dice que X es Lindeldf si de cualquier recubrimiento por abiertos de X se puede
extraer un subrecubrimiento numerable.

(b) Se dice que X es numerablemente compacto si de cualquier recubrimiento por abiertos
de X numerable se puede extraer un subrecubrimiento finito.

11. (i) Probar que ser Lindeldf y ser numerablemente compacto son propiedades topolégicas.
(ii) Probar que un subespacio cerrado de un Lindel6f es Lindel6f.

12. Probar que un espacio topolégico es compacto si y solo si es numerablemente compacto y
Lindelof.

13. Probar que todo espacio segundo contable es Lindel6f.

Definicién. Un espacio topolégico X se dice T3 si X es T (= los puntos son cerrados) y se
cumple que para cualquier cerrado F'y cualquier punto x ¢ F', existen entornos disjuntos de F’

y .
Un espacio topolégico X se dice Ty si X es T1 (= los puntos son cerrados) y se cumple que

para cualquier par de cerrados disjuntos Fi y Fy, existen entornos disjuntos de F} y Fo.

14. /\ Probar que todo espacio Lindelof y T3 es Ty.

(Indicacion: Dados cerrados disjuntos F) y F, basta con encontrar recubrimientos por
abiertos Fy C U2, Uy Fo» C UR, Vi tal que U;NEFy = 0y V;NFy = () para todo i. Una vez
tengamos eso, se concluye definiendo inductivamente los abiertos S; := Uy, T := V4 — Sy,
So i =Uy—T1, Ty := Vo — (51 U 52), S3 :=Us — (Tl U Tg), T3 :=V3 — (Sl USy U 83), etc
vS=U2, Sy T =U;i2, T; son los entornos de F y F» buscados.)

15. Probar que todo espacio compacto y Hausdorff (= T5) es Ty.

(Pista: Usar el ejercicio anterior.)

Definicion. Un revestimiento es una aplicacion continua 7 : X — S entre espacios topolégicos
con la propiedad de que todo punto de S tiene un entorno abierto U tal que 71 (U) es unién
disjunta de abiertos homeomorfos a U, es decir,

o Y(U) = u,U; , my, : Ui =

Se dice que U es un abierto trivializante, y cada uno de los U; se llama hoja.



16.

Probar que R — S' C C, t + €' es un revestimiento.

17. ASea7: X — S un revestimiento, sea xg € X y sea sg := m(xp). Dada una aplicacion

18.

continua ¢ : [0,1] — S tal que o(0) = sg, probar que existe una aplicacién continua
g :[0,1] — X tal que 6(0) = 29y mod = o. Se dice que o es un arco en X y & un
levantamiento de o.

(Indicacion: Elegir un recubrimiento (U;) de S por abiertos trivializantes y usar el lema de

Lebesgue del recubrimiento sobre el recubrimiento (o ~1(U;)) del compacto [0, 1]. Después
definir & a trozos.)

El objetivo de este problema es probar el conocido como teorema del punto fijo de Edels-
tein.

a) Probar que en todo espacio métrico (X, d) se tiene la desigualdad triangular inversa:
para todo z1,x2,y1,y2 € X,

’d(mla Y1) — d(l’myz)’ < d(r1,22) +d(y1,y2)-

b) Probar que si (X,d) es un espacio métrico, el espacio topolégico producto es metri-
zable con doo((21,1), (22, y2)) 1= méx(d(z1, z2), d(y1, y2))-

¢) Probar que si (X, d) es un espacio métrico, la aplicacién distancia d : X x X — R es
continua.

d) Probar que todo subconjunto compacto en R tiene un maximo y un minimo, es decir,
que su supremo y su infimo pertenecen al subconjunto.

e) Probar que si X es un espacio topolégico compacto, toda aplicacién continua g :
X — R alcanza un valor médximo y minimo.

f) Probar el teorema del punto fijo de Edelstein: si X es un espacio métrico compacto,
y f: X — X es una aplicacién continua tal que d(f(x), f(y)) < d(x,y) para todo
z,y € X, r # y, entonces f tiene un tnico punto fijo.

(Pista: Definir g(z) := d(z, f(x)) y usar ¢) y e)).



